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序 


海内 外 华夏 炎黄 子孙 都 盼望 中 国 早日 成 为 数学 大 国 , 也 就 是 “ 
实现 中 国 数学 的 平等 和 独立 [11. 平等 和 独立 是 由 中 国 出 类 氢 葵 
的 数学 家 及 其 杰出 的 研究 工作 来 体现 的 ,要 有 测 类 拔 划 的 数学 家 
就 要 培养 一 批 优秀 的 研究 生 、 大 学 生 . 这 批 人 不 在 多 , 而 在 精 , 要 
层次 高 . 也 就 是 要 求 他 们 热爱 数学 ,基础 扎实 ,知识 面 广 ,能 力 强 . 

.80 年 代 中 期 ,国家 采纳 了 陈省身 先生 的 几 个 建议 . 建议 之 一 
是 为 培养 高 质量 的 数学 专业 的 大 学 生 , 需 要 建立 数学 专业 的 试点 
班 . 经 过 胡 国 定 先 生 等 的 努力 ,1986 年 在 南开 大 学 建立 了 数学 专 
业 的 试点 班 .这 些 作法 到 得 了 成 功 ,并 在 基础 学 科 的 教学 中 有 了 推 
广 ，1990 年 在 全 国 建立 “国家 理科 基础 学 科研 究 和 教学 人 才 堵 养 
基地 ”. 其 后 南开 大 学 数学 专业 成 为 基地 之 一 . 从 1986 年 到 现在 
的 10 余年 中 南开 数学 专业 是 有 成 绩 的 ， 例 如 他 们 四 次 参加 全 国 
大 学 生 数学 竞赛 获 三 次 团体 第 一 ,一 次 团体 第 三 , 在 全 国 和 国际 大 
学 生 数 学 建 模 比赛 中 多 次 获 一 等 奖 . 毕业 生 中 的 百 分 之 八 十 继续 
攻读 研究 生 , 其 中 许多 人 取得 了 很 好 的 成 绩 ， 

当然 ,取得 这 些 成 绩 是 与 陈省身 先生 的 指导 .帮助 分 不 开 , 是 
与 国内 外 同行 们 的 支持 与 帮助 分 不 开 的 . 如 杨 忠 道 ,王权 平 , 许 以 
超 , 谨 言 林 , 李 克 正 等 或 参与 教学 计划 ,课程 设置 .课程 内 容 的 制 
订 , 或 到 南开 任教 等 等 ,有 了 这 些 指 导 .帮助 与 支持 , 南开 基础 数 
学 专业 得 以 广泛 吸收 国内 外 先进 的 数学 教学 经 验 , 并 以 此 为 基础 
对 数学 教学 进行 了 许多 改革 、 创 新 . 

这 套 处 书 是 南开 大 学 数学 专业 的 部 分 教材 ,编著 者 们 长 期 在 
南开 数学 专业 任教 , 不 断 地 把 自己 的 心得 体会 揉 和 到 基础 知识 和 


[1)】 陈省身 区 在 “二 十 一 世纪 中 全 数学 展望 "学 术 讨 论 会 开幕 式 上 的 讲话 } 


基本 理论 的 讲述 中 去 , 日 积 月 累 地 形成 了 这 套 教材 , 所 以 可 以 说 
这 些 教 材 不 是 “ 编 " 出 来 的 ,而 是 在 长 期 教学 中 “ 教 ” 出 来 的 ,“ 改 "出 
来 的 ,凝聚 了 我 们 的 一 点 心血 . 这 些 教材 的 共同 点 ,也 是 我 们 教学 
所 遵循 的 共同 点 是 ;首先 要 加 强 基础 知识 、 茎 础 理论 和 基本 方法 
的 教学 ; 同时 又 要 适当 地 开拓 知识 面 ,尤其 注意 反映 学 科 前 沿 的 
成 就 .观点 和 方法 ; 教学 的 目的 是 丰富 学 生 的 知识 与 提高 学 生 的 
衣 力 ,因此 肥 置 的 习 晤 中 多 数 是 为 了 观 固 知识 和 训练 基本 方法 ,也 
有 一 些 习题 是 为 训练 学 生 解 题 技 巧 与 钻研 数学 的 能 力 . 


我 们 要 感谢 中 国 科学 出 版 社 主动 提出 将 这 套 教材 出 版 这 对 
编著 各 是 件 大 好 事 . 编著 着 虽然 有 尽 了 很 人 努 几 ,但 一 则 由 工 编 昔 者 


的 水 平 所 眼 ， 二 则 数学 的 教育 和 所 有 学 科 的 教育 一 样 是 在 不 断 发 
谋 之 中 , 因此 这 赛 教材 中 缺 欠 和 不 足 肯 定 存在 . 我 们 诚挚 希望 各 
位 同行 不 音 指正 ,从 而 使 编著 者 更 明确 了 解 教材 及 教学 中 的 短 长 ， 
进而 扬长 避 短 ,改进 我 们 的 教学 , 同时 通过 这 套 教 材 也 可 向 同行 们 
介绍 南开 的 教学 经 验 以 供 他 们 参考 ,或 许 有 益 于 他 们 的 工作 . 
我 们 再 次 感谢 帮助 过 南开 的 前 辈 , 同 行 们 ,同时 也 希望 能 继 

续 得 到 他 们 和 各 位 同行 的 帮助 , 办 好 南开 的 数学 专业 ,办 好 所 有 学 
校 的 数学 专业 ,把 中 国 数学 搞 上 去 ,使 中 国 或 为 数学 大 国 是 我 们 的 
共同 同 望 ! 这 个 愿望 一 定 能 实现 ! 

编著 者 

于 南开 大 学 

1998 年 6 月 
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绪论 


拓扑 学 是 由 英文 Topology 音译 而 来 ， 这 是 起 源 于 希腊 文 
”的 名 词 ， 原 意 地 志学 . ”1847 年 首次 由 高 斯 (Gauss) 的 学 生 
Listing 引进 . 在 此 之 前 ， 数 学 家 称 拓 扑 学 为 位 置 分 析 (Analy- 
sis gitus), 这 表明 它 研 究 的 是 根据 分 析 的 需要 而 提出 的 一 些 几 何 
向 题 ， 拓扑 学 是 近代 发 展 起 来 高 度 抽象 的 一 门 几何 学 . 根据 德国 
数学 家 Klein 提出 的 、 史 称 爱 尔 朗 根 纲领 (Erlangen) 的 思想 ， 
各 种 妃 何 学 可 按照 变换 群 进行 分 类 ， 即 几何 学 是 研究 空间 (或 图 
形 ) 在 某 种 变换 下 的 不 变性 质 . 例如 ， 欧 氏 几 何 是 研究 刚体 运动 
下 的 不 变性 质 , 仿 射 几何 是 研究 仿 射 变换 下 的 不 变性 质 ( 仿 射 性 
质 ), 等 等 ， 

拓扑 学 研究 空间 在 拓扑 变换 (或 同 胚 ) 下 的 不 变量 或 不 变性 
质 ， 所 谓 同 胚 的 空间 关 与 Y 是 指 苇 与 Y 之 间 存 在 双向 连续 
的 { 基 互 逆 且 连续 ) 对应， 形象 的 说 就 是 橡皮 泥 XX 在 不 允许 也 
断 的 情况 证 可 以 捍 成 了 YY， 拓扑 学 中 间 肛 的 两 个 空间 区 与 了 可 
不 加 区 别 ， 因 此 俗称 橡皮 几何 学 . 

从 历史 发 展 的 观点 来 看 ,拓扑 学 起 源 于 19 挫 纪 中 叶 以 前 一 
些 御 立 问题 的 研究 ， 早 在 17 世纪 Euler 发 现 了 闭 多 面体 的 顶点 
个 数 d, 棱 的 个 数 e, 面 的 个 数 v 存在 一 个 关系 : vy 一 e 二 aa=2. 
Euler 当时 并 不 知道 ，2 是 (二 维 ) 球面 的 拓扑 不 变量 ， 即 后 来 
的 Euler-Poincare 示 性 数 . 18 一 -19 世纪 ， 数 学 家 研究 了 地 图 
着 色 问 题 ， 即 平面 (或 球面 } 上 的 地 图 着 几 种 颜色 才能 使 每 相 邻 
国家 有 不 同 颜色 . 这 个 问题 到 1890 年 才 证 明了 用 五 个 颜色 是 可 
以 的 ， 并 提出 了 四 个 颜色 也 可 以 的 狂想 ， 即 著名 的 四 色 问 题 . 球 
面 的 色 数 是 和 球面 的 Poincaré 示 性 数 有 关联 的 . 此 外 ，Jordan 


.1. 


曲线 定理 ; 平面 上 简单 计 曲 线 将 平面 分 成 两 部 分 ,高 斯 研究 担 结 
和 二 重 积分 的 联系 等 等 是 当时 研究 的 一 些 孤 立 问 题 , 而 后 成 为 拓 
扑 学 的 有 关 亲 题 . 

拓扑 学 历史 发 展 的 转折 点 应 归功 于 Riemann 关于 闭 曲 面 间 
的 拓扑 分 类 的 结果 .、 19 世纪 中 叶 ， Riemann 发 现 了 多 值 复 变 
解析 函数 可 转化 为 闭 曲 面 上 的 单 值 画 数 , 并 得 出 闭 曲 面 的 拓扑 分 
类 ， 闭 曲面 按 同 胚 分 类 只 有 球面 和 若干 个 环 面 的 连通 和 (或) 球 
面 与 若干 个 射影 平面 的 连通 和 . 此 后 拓扑 学 所 应 研究 的 对 象 及 其 
重要 性 逐渐 清晰 ， 更 多 的 数学 家 在 致力 于 这 方面 的 研究 . 

拓扑 学 最 早 形 成 一 门 学 科 应 归功 于 Poincaré， 他 在 研究 代 
数 竹 ( 复 变 函数 ， 微 分 方程 ) 的 基础 上 ， 通 过 将 空间 剖 分 成 若干 
个 单 形 的 组 合 ， 得 出 空间 的 Betti 数 ， 拨 系数 的 计算 方法 (这 就 
是 以 后 的 同调 群 ), 还 得 出 Euler 定理 的 一 般 形 式 及 基本 群 ， 流 
形 对 偶 定 理 等 结果 , 他 在 1894 一 1912 年 得 出 的 这 一 系列 成 果 ， 
标志 着 组 合 拓 扑 学 的 创立 . 

1910 一 1920 年 左右 ， 以 Hausdorff, Aiexander 为 代表 产生 
点 集 拓扑 这 一 分 支 。 1930 年 左右 近代 关于 群 的 思想 进入 拓扑 
学 , 组 合 拓扑 变 成 为 现在 的 代数 拓扑 ，、1940 年 左右 , 以 Whitney 
对 微分 流 形 的 研究 为 标志 , 产生 了 微分 本 扑 这 一 分 支 . 至 于 研究 
低 维 流 形 的 几何 拓扑 学 这 一 分 支 , 其 问题 的 提出 可 追 小 到 Poin- 
care 的 那个 时 期 , 但 只 是 在 近 玫 十 年 来 才 有 较 多 的 进 户 和 结果 . 

拓扑 学 发 展 到 今天 已 经 有 诸多 的 分 支 , 有 着 丰富 的 结果 和 方 
法 . 拓扑 学 已 成 为 近代 纯粹 数学 的 重要 支柱 , 它 的 方法 和 结果 日 
益 地 的 渗透 到 分 析 ,. 代数 .几何 ,计算 其 至 于 物理 学 等 各 个 领域 


第 一 章 拓扑 空间 


81 度量 空间 - 


设 集合 后 = {z = (zubz2 yzn) | zi 是 任意 实数 ,1 < 
i < 9 划 当 m= 3 时 就 是 空间 解析 几何 课程 中 现实 空间 的 点 
的 集合 ， 其 中 R" 中 的 元 素 z = (xz1,732,... ,Zn) 胃 做 点 ， zi 
是 点 2 的 坐标 分 量 ， 两 点 z,y 的 距离 自然 是 


plz,9) = [y (es ~ i € R! 
4 一 工 


尽管 当 nn > 3 时 R" 已 没有 直观 意义 ， 但 z = (zl ,zan) 仍 
岂 人 艇 点 ， plz, 功 仍 叫 x,y 之 间 的 距离 . 

从 Rr 到 忆 的 对 应 f: Rr 一 六: 是 n 个 实 变数 的 实 值 函 
数 ,我们 称 f 为 连续 函数 时 就 需要 Rr" 中 的 距离 的 概念 . 集合 
R" 赋予 上 述 距离 p: BR? x 一 Rl 则 (RY,p) 叫做 欧 氏 空 
间 . 上 述 p 叫做 欧 氏 空间 的 通常 度量 ,这 个 和 通常 度量 显然 满 
足以 下 性 质 ，p: R" x R" 一 R! 是 非 负 函数 且 

Di}p(z) =0 < T= 

D2) 对 称 性 ， p{z, 9) = p(y, 2); 

D3) 三 角 不 等 式 ， p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2); 
其 中 性 质 D3) 的 证 明 利用 线性 代数 中 关于 内 积 的 Schwarz 不 
等 式 . 

现在 我 们 指 弃 具体 的 集合 到, 抛弃 所 赋予 的 具体 的 距离 
Pp, 只 保留 性 质 D1)-D3), 就 可 以 引进 更 一 般 的 度量 空间 . 


定义 1.1 设 民 为 集 ,其 元 素 叫 做 点 ， 记 为 2 9; zP 全 X 
二 Rl 为 非 负 函 数 满足 D1)-D3), 则 (Xp) 叫做 度量 空间 ， 
函数 p 叫 (X,p) 的 度量 ,plz,Y) 叫做 rz,Y 间 的 距离 ， 在 明确 
所 赋予 的 p 时 ， ( 关 ,p) 可 简 记 为 万 - 

例 1.2 了 维 哆 氏 空 间 Fr = (R"?,p), 其 度量 为 


pz 9) = [> (zi 一 的 和 
i=1 
(zl 72,...) | Yi Rl,i 三 1,2,..., 7 22 < +00} 而 度量 
PR* x RR? 二 RR 定义 为 


pole 必 = [> (os -区 下。 (过 是 一 个 确定 实 孝 


显然 p 满足 D1)-D2), 在 证 明 D3) 时 ， 可 以 根据 n 维 欧 
氏 空 间 RE? 中 的 三 角 不 等 式 再 令 站 一 co. 
例 1.4 设 和 集合 义 为 闭 区 间 [e, 吉 上 所 有 连续 函数 ， 令 


pi(z{t), y(t)) = mm [2(0) —.y(t) | 


. b 1 
p(s(0,v() = [人 9 — yOLanl 


则 (X, p1), (X, p2) 都 是 度量 空间 ， (习题 ) 

例 1.5 无 为 任 一 集合 ， 定 义 pflz; 人 = 0, 当 = 二 
plz, 如 = 1, 当 z 关 2 纺 则 (Xp) 是 度量 空间 ， 叫做 离散 
度量 空间 . 

现在 我 们 要 把 数学 分 析 中 的 邻 域 概念 引进 度量 空间 . 分 析 
中 把 开 区 间 (a 一 ,a 十 2) 叫做 点 a 的 e- 邻 域 ， 即 数 轴 上 与 点 
a 降 离 小 于 & 的 所 有 点 ， 因 此 我 们 作 如 下 定义 : 

定义 1.6 设 (Xp) 为 度量 空间 ，z E Xe 为 正 数 ， 则 六 
的 子 集 B(z,€6) = {y E 下 ,| p(y,2) < el 叫做 灸 点 为 中 心 ， 
以 为 半径 的 球形 邻 域 , 简称 为 z 的 e- 邻 域 . 

， 生 - 


命题 1.7 设 8 为 度量 空间 (X,p) 所 有 球形 邻 域 组 成 的 
族 ， 则 

(1)X = UpegB. 

(2) 车 z & Bin Bz, 其 中 Bi, Bz € B, 则 存在 x 的 球形 最 
域 Bz, 使 x € B,C Bin B,. 

(3) 车 x € B,B € 8B8, 则 存在 X 的 球形 邻 域 B。 使 pe 
Br:CB. 


` 证 : (1) 因为 每 点 2 属于 它 的 任何 球形 邻 域 ， 故 区 = 

UpesB. 

(2) 设 B= Bri,6)i=1,2. 邻 :一 min{e1 — p(z, £1), 
62 一 p(Z, 72)), 则 6 B(x,e). 而 对 任意 y € B(z,e), ply, Ti) < 
ply 2) + plz, zi) < e+ p(nsm:) < «~ p(ws21) + p(s, wi) = 
cli 一 1,2), 套 3.E Blzi, el) 让 Blz2, 2). 

(3) 设 B= B(zoeo) 取 上 =eo 一 pfz,zo), 则 ze Bfz;e)Cc 
B. . 
在 实 变 函 数论 课程 中 已 经 学 到 , 实 直 线 上 的 开 集 是 由 内 点 
组 成 的 集合 (点 集合 ), 因此 我 们 有 

定义 1.8 若 4 是 度量 空间 外 的 子 集 ，ae 4 叫 有 4 的 
在 天 中 的 .内 点 ,如果 a 有 一 球形 邻 域 C A. 4 的 在 关中 的 
内 点 全 体 叫 做 4 的 在 七 中 的 内 部 , 记 作 Int4. 4 由 做 四 的 
开 集 车 4 =JInt4. 

命题 1.9 A 是 开 集 < 4 是 若干 球形 邻 域 并 集 ， ( 复 
习题 ) 


定理 1.10 设 古 是 度量 空间 XX 的 全 体 开 集 组 成 的 族 ， 则 
了 满足 

(OH 和 空 集 少 属 于 了; 

(02) 车 O1,O2 ET, 则 OnmnoOo ET; 

(O3) 任意 多 个 开 集 ( 即 了 的 成 员 ) 的 并 集 仍 < 了 

证 ， (O1) 和 (03) 是 明基 的 ,现在 证 明 (02). 车 OQ1n… 
Oz = p, 则 由 (OQ1) 得 出 它 是 开 集 . 设 Dinoeoa 天 办 zeEGn 
Oz 为 任 一 点 ， 则 由 O1,Os 为 开 集 . 存在 球形 邻 域 B(x,e1) C 
O1, B(xz,e2) C Oz, 因而 2 € B(x,e1) NB(z,e2) C Oi1NO2z, 由 
命题 1.7(2), 存在 球形 邻 域 B(x,e) 使 x € B(x,e) C OiNn Os， 
即 z 为 内 点 . - 

定义 1.11 度量 空间 成 的 子 集 4 时 瑟 的 闲 集 , 如 果 妥 
的 余 集 X\A 是 X 的 开 集 . 

定理 1.12 设 丰 为 度量 空间 态 的 全 体 闭 集 组 成 的 族 ， 则 
六 满足 

(FJ 大 和 空 集 由 E 三; 

(F2) Fi,F2 EF, 则 IU EF, 

{F3) 任意 多 个 闭 集 ( 即 下 的 成 员 ) 的 交集 仍 € 开 . 

证 : 由 于 de Morgan 公式 ($1 习题 1)， 本 定理 和 定理 1.10 
可 互相 导出 . 

例 1.13 容易 证 明 ， 有 限 子 集 特别 是 独 点 集 一 定 是 闭 集 . 
一 维 欧 氏 空 间 Rl 中 开 区 间 (a, 丰 是 无 穷 多 个 闭 集 的 并 . 试 举 
例 说 明 无 穷 多 个 开 集 的 交集 不 必 是 开 集 ， 

在 数学 分 析 中 ， 极限 概念 是 连续 性 概念 的 基础 今 推 广 到 
度量 空间 . 

定义 1.14 设 4 是 度量 空间 X 的 子 集 ，z E X, 若 z 的 
任 一 球形 邻 域 B(z,e) 与 A\{2} 的 交 非 空 ， 称 > 为 4 的 (在 
天 中 ) 的 聚 点 . A 和 它 的 所 有 聚 点 的 并 集 叫 仇 4( 在 苹 中 ) 的 
闭 包 , 记 作 区. 如 果 过 = 大, 则 4 叫做 筷 的 再 密 子 集 . 

例 1.15 设 夸 = 司 , 如 果 4= 人 二 则 点 
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2 一 志 E 4, 但 不 是 4 的 聚 点, 点 z=0& 4 但 它 是 A 的 聚 
点 . 0,1 都 是 4 = [0,1) 的 聚 点 ， 前 者 < 4, 后 者 4 4.R1 的 
有 理 点 集 是 稠密 子 集 . 

命题 1.16 (1) 义 的 有 限 子 集 欧 聚 点 ， 

(2) 天 的 无 穷 子 集 4 的 每 二 点 距离 都 大 于 一 个 固定 正 
数 ， 则 4 无 察 点 ， 

{3) 和 碌 是 闭 集 + A=A. 

证 ， 我 们 只 证 明 (3), 把 (1) 和 (2) 留 作 习题 . 设 4 为 闭 
集 ， 则 X\A4 为 开 集 . 车 z € 入 4, 则 ze XX\A4, 有 z 的 球 
形 邻 域 Bo C X\A4, 但 是 Bs nA\{2} 关 9 (这 是 因为 Z 是 4 
的 聚 点 )， 因 此 发 生 矛盾 ， 从 而 只 能 是 A\4 = 如 万 二 4. 反 
之 ， 若 4= 4, 而 对 于 > EX\A, 如 果 z 的 任 一 球形 邻 域 都 不 
售 于 XV\4 则 zeA44 与 4= 志 矛盾， 故 有 z 的 球形 邻 城 
Bo C X\A,X\A 为 开 集 ， 从 而 4 是 闭 集 . 

定理 1.17 度量 空间 的 子 集 及 其 闭 包 具有 下 列 性 质 ， 

(C1) $= 出 

(C2) AC A; 

(C3) AC A; 

(C4) AUB= AUE. 

证 ，(C1) 和 (C2) 由 闲 包 的 定义 直接 得 出 . 今 证 (C3). 由 定 
义 , z EA 一 > zx 的 每 一 邻 域 U(z) 全 有 甩 的 一 点 yyE A 二 > y 
的 每 一 邻 域 WW(y) 含有 4 的 一 点 z， 利 用 命题 1.7{3), 可 取 
W(y) C U(z), 因此 z 的 每 一 邻 域 U(z) 含有 A 的 一 点 z, 从 
而 根据 定义 得 出 ze 4. 

(C4) 的 证 明 ; 因为 4 C AU B, 由 定义 有 A Cc AUB, 同 
样 的 ， 瑟 C AUB, 因此 有 4AU 主 CAUB, 现在 用 反 证 法 证 明 
AUB Cc AUEB. 设 ze4U 瑟 而 z 拓 二 且 z 天 吾 由 定义 
1.14,z 有 一 邻 域 U(z) 不 含 4 的 点 ， 且 zx 有 一 邻 域 V(z) 不 
会 BB 的 点 ,根据 命题 1.7(2),z 有 一 邻 域 W(z) c (zjmyfz) 
因而 不 含 4UB 的 点 , 与 2 € 及 UB 矛盾 . 
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定义 1.18 设 {zn} 是 度量 空间 区 的 点 序列 ，@aE 磊 . 如 
果 对 于 a 的 每 一 球形 邻 域 B(a,e), 存在 自然 数 W, 使 对 于 所 有 
n>N 有 zn EB(a,e), 称 点 列 {znl 收效 到 点 a; {zi} 一 > 上 a. 

命题 1.19 &a 是 度量 空间 成 中 一 个 子 集 4 的 梨 点 和 
入 \{@} 中 存在 一 个 由 完全 不 同 的 点 组 成 的 点 列 收 化 到 &. 

在 本 韦 结束 前 ， 我 们 指出 二 点 同 距 离 这 一 概念 的 推广 ， 

(了 ) 度量 空间 天 的 二 子 集 4,B 间 的 距离 


、 fo 当 4 或 B 空 集 
P(A,B) = { inf{p(z,9) |z € A,y&€ B} 当 4,B 都 非 空 


(2)X 中 一 点 z 到 子 集 4 的 距离 为 上 述 的 特例 . 
(3)X 的 子 集 4 的 直径 


. _ 0 当 4=$ 
Sam(4) = | sup{fp(z,y) |z;yEA4 4A¥9 


当 diam(4) < co, 称 4 为 有 界 集 ， 一 般 的 ， 从 > 和 
A 不 能 推出 p(z, A) > 0; 从 4 8B = 5 不 能 推出 p(4, B) > 0， 
但 是 有 

命题 1.20 若 A 关 如 xz4 2, 则 p(x,A) > 0.( 习 题 ) 


习题 


1. 设 半 为 集合 ， {44} 为 天 的 一 族 子 集 ， 下 标 a 所 取 
值 的 个 数 可 以 有 限 或 无 限 ， 试 证 de Morgan 公式 


X\Ua Aa =Na(X\Aa), na Ao = Ua(X\Ao) 
2. 分 别 定义 pyyp: R*"xX 一 民 为 


pi1(x,Y) = ap vi ~ Yi |} 


p(x,y) = 2 17 — wl 
t=1 
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证 明 ， pi1, pz 都 是 集合 R*" 上 的 度量 . 
3. 设 (XX,p) 为 度量 空间 , 分 别 定义 p1,p2: 廊 x 革 十 虹 为 


p(x, 
pifz, 功 = EE A 

_ p(s YMplz,) <1 
PY) = { 1 plz,y) >1 


证 明 ， pi,pz, 是 无 上 的 度量 ， 

4. 试 证 ， Hilbert 空间 R* 的 任 二 点 x%,y 有 一 “中 点 ”2z， 
即 点 z 使 plz,z) = ply,z) = p(e, 避 .但 度量 空间 不 必 有 此 
性 质 ， 试 用 RR 的 子 空间 举例 说 明 . 

5. 证 明 ， 例 1.4, 命题 1.9, 命题 1.20. 

6. 设 fr 一 玉 为 欧 氏 室 间 R" 上 的 连续 机 数 ， 证 明 : 
满足 f > 0{f > 0) 的 点 集 是 RE? 的 开 ( 闲 ) 子 集 . 

了 . 试 证 ， (a) Int4 是 4 所 包含 的 所 有 开 集 的 并 代 ; 

(b) 4 是 所 有 售 4 的 闭 集 的 交集 . 

8. 试 确 定 下 列 平面 点 集 的 内 部 和 闭 包 ， 

(a) {(z,2) 11<22 + < 2}; 

{b) BR? 除去 两 条 坐标 轴 . 

9. 车 4 是 度量 空间 X 的 稠密 子 集 ，O 〇 为 和 中 的 开 集 . 
证 明 : .OC ANO. 


§2 拓扑 空间 


欧 氏 空间 的 点 可 用 实数 刻画 , 度量 空间 的 点 虽 不 必 受 此 限 
制 , 但 球形 邻 域 这 种 连续 性 或 极限 概念 的 基础 仍旧 通过 实数 刻 
划 . 现在 抛弃 更 离 的 概念 ， 直 接 用 开 集 来 表示 “ 邻 域 ", 只 保留 
定理 1.10 中 开 集 性 质 (OU-(Q3), 我 们 引进 拓扑 空间 的 概念 . 
定义 2.1 设 污 为 集合 ， 丁 是 XX 的 一 个 子 集 族 ， 其 成 员 
满足 开 集 公理 (OQ1)-(03), 则 了 称 为 集 关上 的 一 个 拓扑 ;7 
的 成 员 称 为 着 的 开 集 . 集 臣 连同 它 的 拓扑 本 称 为 括 扩 空 
,9. 


间 , 记 作 (X,7)， 在 明确 所 赋予 的 拓 提 定时 ， ( 久 ,T) 可 简 记 
为 六. 

例 2.2 度量 空间 (X,p) 的 度量 p 可 以 确定 出 全 体 开 集 ， 
由 定理 1.10, 全 体 开 集 所 成 的 族 了 满足 (O1)-(O3), 因此 度量 
所 导出 的 拓扑 . 反之 ， 若 拓扑 空间 ( 瑟 , 故 存在 其 上 的 度量 p 
使 克 是 由 疡 诱导 的 拓扑 ， 称 ( 改 , 厂 是 能 度量 化 拓扑 空间 . 

例 2.3 任 非 空 集合 天, 有 两 个 最 极端 的 拓扑 ， 第 一 歼 由 
天 和 空 集 这 两 个 子 集 组 成 ， 开 集 个 数 最 少 ， 叫 平凡 拓扑 , 第 
二 T= 2X( 表 示 臣 的 全 体 子 集 组 成 的 族 ) 叫 离散 拓扑 . 离散 
拓扑 是 例 1.5 中 离散 度量 所 诱导 的 拓扑 

例 2.4 设 基 = {a,b,c} 令 


二 {9, {a}, {a, b}, {a, 0}, {a, b, c}} 


不 难 验 证 ， 栈 是 世上 拓扑 ， 因 此， {X,77) 是 拓扑 空间 . 
例 2.5 设 芝 为 不 可 数 集 ， 令 


T= {X\C | C 是 X 的 可 数 子 集 } U {9} 


则 ( 改 ,7) 也 是 一 个 拓扑 空间 . 

度量 空间 的 球形 邻 域 族 8 是 它 的 开 集 族 了 的 子 族 ， 且 它 
的 开 集 是 B 的 若干 个 成 员 的 并 集 (命题 1.9), 这 与 向 量 空间 的 
每 一 向 量 可 由 其 基 向 量 线性 表示 有 某 种 相似 之 处 , 因此 , 我 们 
把 号 看 作 了 的 基 ， 参 照 命 厦 1.7(1),(2) 作 如 下 定义 . 

定义 2.6 称 集合 六 的 子 集 族 B= {Ba} 为 的 拓 和 了 
此 车 

(1) X = UaBo; 

(2) 车 rE€B,。 ni Ba 则 存在 Be 8 使 2€ BB CH, NBsg. 

现在 ， 象 度量 空间 中 由 球形 邻 域 形成 开 集 (命题 1.9) 一 
样 ， 我 们 从 至 的 拓扑 基 B 出 发 ， 构 造 瑟 的 一 个 拓扑 . 
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定义 2.7 设 召 = {Bs} 是 集 久 的 拓扑 基 ，X 的 子 集 4 
叫做 相对 于 避 而 言 的 开 集 ,如果 4 是 如 中 车 干 成 员 的 并 集 . 

空 集 既 可 以 属于 B, 也 可 以 不 属于 BB. 因为 上 述 定义 中 车 
干 个 成 员 可 以 包括 0 个 成 员 ， 因 此 空 集 是 相对 于 8 的 开 集 . 
Bo € B 当然 是 相对 于 B 的 开 集 . 

命题 2.8 XX 的 子 集 4 是 相对 于 拓扑 基 8 的 开 集 所 
对 每 点 a € 4, 存在 Bu E B 使 a€ Bo C 4.( 复 习题 ) 

定理 2.9 车 B= {Ba} 是 集 夸 的 拓扑 基 ， 则 由 所 有 相 
对 于 8 的 开 集 组 成 的 子 集 族 万 是 励 的 一 个 拓扑 , 且 BCT. 
特别 的 车 8 本 身 已 是 天 的 一 个 拓扑 ， 则 号 = 矿 

.这 里 的 拓扑 所 叫做 由 拓扑 基 B 诱导 的 本 扑 , 而 8 叫做 
拓扑 空间 (X,7) 的 拓扑 基 . 

证 ， 由 拓扑 基 的 性 质 (1) 以 及 空 集 是 0 个 8 的 成 员 的 并 
集 ， 因 此 (O1) 显然 成 立 . 因为 8 的 若干 成 员 的 若干 并 集 是 妃 
的 车 于 成 员 的 并 集 ， 因 此 (03) 成 立 . 现在 证 明 (O02), 即刻 的 
两 个 成 员 ,Uz 的 交集 UinDs 仍 是 帮 的 成 员 . 设 z E UiND,, 
由 命题 2.8, 存在 8 的 成 员 B, 使 ze Bc Ui(i =.1,2). 根据 
避 的 性 质 (2), 存在 8 的 成 员 B 悟 zE BC BNBCc UiNU,., 
再 由 命题 2.8 则 U5 是 三 的 成 员 . 于 是 厂 满 足 (OU-(Oa3)， 
是 到 的 拓扑 ， 显 然 如 CT 了 . 特别 的 ， 当 B 已 是 一 个 拓扑 ， 由 
性 质 (O03) 和 定义 2.7 就 得 到 总 = 矿 

一 个 集合 可 能 有 许多 不 同 的 拓扑 基 , 例如 欧 氏 空间 Fr 的 
通常 度量 p 和 31 习题 2 中 的 度量 Ph pz, 它们 所 决定 的 三 个 
不 同 的 球形 邻 域 族 就 是 R" 的 三 个 不 同 拓扑 基 , 为 着 判断 同一 
集合 的 两 个 不 同 拓 扑 基 是 否 诱 导出 相同 拓扑 ， 我 们 给 出 

定义 2.10 一 个 集合 的 两 个 拓扑 基 是 等 价 的 , 如 果 它 们 
诱导 出 这 一 集合 的 同一 个 拓扑 . 一 个 集合 的 两 个 度量 是 拓扑 
等 价 的 ， 如 果 它 们 所 决定 的 球形 邻 域 所 组 成 的 拓扑 基 等 价 . 

定理 2.11 集 X 的 两 个 拓扑 基 避 和 B' 等 价 :> B 的 
每 个 成 员 是 相对 于 如 的 开 集 ， 且 8B' 每 个 成 员 是 相对 于 B 的 
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开 集 . 

证 :充分 任 , 设 8 与 分别 诱导 出 拓扑 TB),T(B). 从 
拓扑 基 诱 导 抵 扑 的 定义 及 定义 2.7 可 知 ， (2Y) 每 个 成 员 是 
好 若干 成 员 的 并 集 . 从 假设 及 定义 2.7 可 知 ， BB! 每 个 成 员 是 
B 的 若干 成 员 并 集 ， 因 此 7(B)] C 7(B5). 同 理 7(5) c TB 
因此 (8B) = TBN. 

必要 性 . 由 假设 了 (B) = 7(B8), 但 显然 有 B Cc 了 (8),B' C 
7 了 (B). 因此 8 CT(8),B' Cc T(B), 此 为 所 求 . 

例 2.12 欧 狼 空间 R" 的 通常 度量 p 和 81 习题 2 中 的 庶 
量 p1, pz 彼此 拓扑 等 价 ， {复习 题 ) 

例 2.13 .8 是 度量 空间 (X,p) 的 所 有 球形 令 域 组 成 的 
族 , 令 Bo = {B(x,e) € B8 | zs € XX,e 为 正 有 理 数 }, 不 难 
验证 Bo 是 下 的 拓扑 基 ，Bo C8 且 Bo 与 8 等 价 . 


习题 


l 设 X={0;1}, 令 厂 = {6, X}, 7 = { {0}, 革 },73 二 
{ {1},X}, 7 一 {9, {0}, {1}, X¥}, 则 大 都 是 下 上 拓扑 Gi 一 
1,2,3,4)， 其 中 和 电 Sierpinski 空间 . 

2 设 {Jajae4 为 集 天 上 一 族 拓扑 ， 证 明 Nwea 巨 仍 是 
贸 上 的 拓扑 . 

3. 设 (让 ,也 ) 为 拓扑 空间 ， XX+ 为 六 和 另 一 点 * 的 不 相 
交 并 集 ，T+ = 耳 U {X+}, 证 明 ， {XX+, 了 T+) 是 拓 站 空间 . 

4 设 方 为 自 然 数 集 ， 4 = {n,n 十 1,...],neEN 并 令 
了 = { 罗 和 1,42,.….]}, 证 明 厂 为 N 上 拓扑 . 写 出 含 4 所 有 
开 集 ， 

5, 设 集 洛 含 三 个 点 、 试 作出 基 上 两 个 拓扑 ， 使 它们 并 

梨 不 是 区 上 拓扑 . 

6 设 集 让 上 有 任意 多 个 拓扑 无 , 试 作 六 上 拓扑 区 
UaTa. 

7, 设 (X,p) 是 度量 空间 ， 并 且 它 有 一 个 由 有 限 个 成 员 组 
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戌 铬 白 软 基 ， 和 还 中， 人世 , 由 外 证 只 丢 有 过 全 总 多 高 和 攻 空 霹 . 
8. 设 污 为 n 阶 实 方 阵 全 体 , 对 每 个 方 阵 a = (aij)jE 下 及 
rr>0, 令 Ui{a) = {657), EX | J|as — bi;| < ri,7 = 1,2,...,n} 
证 明 #8 二 {Ui(a) |a E XX,r ER,T > 0}), 是 美的 拓扑 基 . 
9. 证 明 1 习题 3 中 的 度量 pi1, pz 都 和 p 拓扑 等 价 . 
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在 数学 分 析 中 ， 邻 域 概念 是 讨论 连续 性 概念 的 基础 . 对 拓 
扑 空 间 来 说 ， 我 们 将 洽 奔 庆 重 空间 中 球形 邻 域 的 概念 而 直接 
将 开 集 作为 邻 域 . 

定义 3.1 拓扑 空间 万 的 任 一 开 集 U5 叫做 它 的 每 一 点 
zx EU 的 邻 域 ,也 叫做 它 的 子 集 4CT 的 邻 域 . 

在 度量 空间 中 ， 球 形 邻 域 只 是 它 的 一 个 点 ( 球 心 ) 的 球形 
邻 域 , 而 开 集 并 未 说 成 是 邻 域 . 但 若 将 度量 空间 作为 拓扑 空间 
时 ， 它 的 任 一 开 集 是 其 中 任 一 点 的 邻 域 . 

拓扑 空间 中 ， 子 集 的 内 点 ， 内 部 , 子 集 的 聚 点 ， 闭 包 ， 闭 
集 ， 点 序列 收效 于 a 点 等 概念 的 定义 都 可 仿照 度量 空间 中 同 
名 概念 的 定义 得 到 ， 只 要 把 概念 中 “度量 空间 ” 改 为 “拓扑 空 
间 ”,“ 球 形 邻 域 ” 改 为 “ 邻 域 ", 而 且 我 们 立刻 得 到 以 下 定理 . 

定理 3.2 投 太 为 拓扑 空间 臣 所 有 闭 集 组 成 的 族 ， 则 天 
满足 (F1) 一 (F3). {参见 定理 1.12) 

定理 3.3 ”拓扑 空间 XX 的 子 集 和 它 的 闭 包 满足 (C1)-(C4) 
(参见 定理 1.17). 

关于 子 集 的 内 部 和 闭 包 ， 综 合 起 来 有 以 下 

命题 3.4 对 括 扑 空间 万 的 任意 子 集 4,B, 有 

{1) .IntACACHA, 

(2 车 AcB 则 Int4c InB,ACB, 

(3) A 是 的 开 集 > 4 =Int4， 

4 是 无 中 阔 柴 < A = A 

(4) Int(Int A) = Int4， A= 7. 
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(5) Int(ANMN B}= IntANIntB, AUB;= AUEB. 

(6) X\IntA = 友 \A, Int(X\A) = XN4.( 习 题 ) 

虽然 拓扑 空间 可 用 开 集 族 了 来 定义 ， 但 同样 的 可 以 用 闭 
集 族 下 , 或 子 集 与 它 的 闭 包 的 对 应 (4 一 且 来 定义 . 

定理 3.5 天 为 集合 ， 丰 为 贸 的 一 个 子 集 族 满足 (fF1)- 
{F3), 则 存在 基 的 唯一 拓扑 ,使 下 是 拓扑 空间 (X,7) 的 闭 
集 族 . 

证 ; 令 了 = {X\F PE 天 由 de Morgan 公式 和 性 质 
(F1)-(F3), 则 了 满足 (01)-(O3), 是 所 的 一 个 拓扑 ， 设 五 是 
(ZX, 的 闭 集 ， 则 存在 XWPET, 使 天 =XNEAWF) 三 所 即 
K € 下, 反之， 下 的 每 一 成 员 下 也 是 (六, 了 ) 的 闭 集 ， 再 者 ， 
若 (X,T') 的 闭 集 族 也 是 下 , 容易 看 出 T= 二 本 . 
定理 3.6 在 集 厌 的 子 集 之 同 给 出 一 个 对 应 hr: 4 一 4* 
使 满足 定理 1.17 中 (C1)-(C4), 即 蛤 = 办 AC 4 (4 C 
4 人 (AUB)* = 4A*UB*, 则 存在 民 的 唯一 拓扑 了 , 使 (和 ,7 ) 的 
子 集 4 与 它 的 闭 包 下 之 癌 的 对 应 入 4 一 4 就 是 入 :4 一 二， 

证 ， 取 夸 的 子 集 族 大 = { 瑟 | 已 = F*}, 先 证 明天 满足 
(FI1)-(F3). 由 对 应 如 的 性 质 1,$ EeE 下 . 由 知性 质 2 天 CC 三 >， 
但 是 显然 有 X* C 苹 , 因此 半 二 针 *, 革 EE 大. 因此 (F1) 满足 . 

任意 及 , 玉 eEF, 则 及 = 隔 , 到 = 胞 ,由 hr* 性 质 4, 有 
(UD= 术 U 开 = 所 UU 忆 , 因此 记 U 2 € 大 .下 满足 
(F2). 

设 EF, 即 所 = Fr, 且 显 然 有 ojo Cc Fo. 由 h* 性 
质 4 可 得 出 4cB=S A* CB*, 因 此 (NaFo)* C= 羽 , 从 
而 有 (naFaj* C NaFa, 由 hr 性 质 2naFe C (NaFoa)*, 因此 
(NaFo)* = NaFs, 即 Nafs € ,大 满足 (F3). 

根据 定理 3.5, 存在 XX 的 唯一 拓扑 了 使 拓扑 空间 (X, 了) 
的 闭 集 族 丛 是 下 ， 令 (XX, 帮 ) 的 子 集 和 它 的 闭 包 之 间 对 应 为 
有 A 二 A, 则 也 具有 定理 1.17 的 性 质 (C1)-(C4). 今 证 明 
= hr*, 即 对 任 一 子 集 4, 有 = A*. 
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由 h* 性 质 (2) 有 ACcAh*; 由 hh 的 性 质 (外 可 得 有 Cc (4*)， 
. 然后 由 了 的 取 法 得 知 A* 是 (下 ,了 T) 的 闭 集 , 即 (4*) = 4*, 于 
是 有 页 C A*. 同样 的 由 六 的 性 质 (2) 有 4 C Ah; 根据 Au 性 
质 (4) 可 得 4* C (A)*; 然后 因为 A 是 (X, 卫 ) 的 闭 集 ， 得 出 
2AEeF 即 =A, 于 是 ArCA. 所 以 有 万 = A*. 证 毕 . 

本 定理 说 明 ， 可 用 本 定理 假设 中 的 对 应 各 作为 拓扑 空间 
概念 的 出 发 点 . 

在 许多 问题 中 ,我 们 要 把 某 些 子 集 作为 研究 对 象 , 而 不 必 
涉及 这 些 子 集 以 外 的 点 . 这 时 需要 把 子 集 当 做 空间 处 理 , 叫 子 
空间 . 

定义 3.7 设 (op) 为 度量 空间 ， 4 为 壬 的 非 空子 集 ， 
容易 验证 ， p |4x4:4x 妈 一 吕 为 4 的 度量 . 称 Plaxa 为 天 
的 度量 p 在 4 上 的 诱导 度量 , 度量 空间 (A,p |ax4) (XX, p) 
的 子 空间 . 

.定义 3.8 设 (下,T) 为 拓扑 空间 ， 有 和 4 为 苇 的 非 空 子 集 ， 
容易 验证 4 的 子 集 族 了 14= {ONA1OET} 是 A4 上 一 个 拓 
扑 ， 了 |4 称 为 去 的 拓扑 了 在 4 上 的 诱 半 拓扑 , 拓扑 空间 
(4, 丁 14) 叫做 ( 关 , 人 7) 的 (拓扑 ) 子 空 间 . 

命题 39 设 44 为 拓扑 空间 码 的 子 空间 ， 下 CA, 则 下 
是 4 的 闭 集 < 存在 关中 闭 集 C, 使 F=CNnA. 

证 : 设 下 为 4 的 闭 集 ， 则 AF 为 4 的 开 集 , 即 A\FE 
7 了 |4, 存在 关 开 集 口 使 A\F = ONA. 容易 验证 ， CANONA= = 
下 而 XX\O 为 苹 的 闭 集 . 反之 ， 证 明 类 似 . 

下 面 给 出 欧 氏 空间 R"*(n > 0) 的 几 个 重要 子 空间 . 

例 3.10 设 n 为 给 定 正 整 数 

( n 一 1 维 (单位 ) 球面 ， 5” 1 = {(z1,22,..., Tn) E 
Fr" iy = 1}; 

人 n 维 (单位 ) 闭 球体 五 " = {(z1,22,...,7n) ER | 
Te 1 

(3) n 维 (单位 ) 闭 方 体 严 = {(z1,72,... Xn) ER"|0< 


Zi < 1}. 

其 中 (2) 中 着 将 “< 1” 改 为 “< 1” 则 是 开 球体 Br 为 Er 
内 部 ，. (3) 中 车 将 “0 < zi < 1 改 为 "0 < zx; < 17 则 是 开 方 
体 严 为 严 内 部 . 

例 31 设 系 = 到, 了 = [0,1), 则 [0,) 是 Y 的 开 集 但 
不 是 XX 的 开 集 闻 样 导 ,1) 是 了 的 闭 集 但 不 是 X 的 闭 集 . 


习 是 


1. 证 明 命题 3.4. 

2. 证 明 ， 离 散 拓 扑 空间 中 每 个 子 集 妍 开 又 闭 . 

3. 证 明 : 度量 空间 的 独 点 子 集 总 是 闭 集 . 

4. 证 明 , 车 污 为 度量 空间 ，z EX 朋 U 是 5 的 邻 域 ， 
则 上 中 含有 zz 的 邻 域 V 使 VCU. 

5、 拓 扑 空 间 X 的 子 集 4 叫 称 密 子 集 ， 若 万 = 闫 . 证 明 
以 下 断 语 彼此 等 价 

(1) 妈 是 和 的 笛 密 子 集 . 

(2) 所 是 蔷 的 任 音效 集 ，ACF, 则 下. 

(3) DU 是 贸 的 任意 非 空 开 集 ， 则 UNnAz 闫 4. 

(4) Ini(X — A)=0#. 

6. 设 了 为 拓扑 空间 (X,T) 的 子 空间 ， 2 为 Y 的 子 空 
间 ， 证 明 ， 2 为 万 的 子 空间 ， 换 言 之 (了 |y) jz= 人 |z. 

7. 设 了 为 (X,7) 的 子 空间 ，B 是 了 的 拓扑 基 , 则 B |y 
二 {BNY|BE8} 是 全 |y 的 拓扑 基 . 

8. 设 天 为 拓扑 空间 ， 4,Y 与 Z 都 是 姜 的 子 集 ， 使 
丰 CYUZ, 证 明 ; 车 4 是 YU2 的 开 集 ， 则 4mY ,4 分 
别 是 ,2 的 开 集 . 

9. 把 整数 集 2 看 成 实 直线 忆 的 子 集 ， 试 写 出 2 的 子 空 
向 拓扑 . 

10. 试 以 例 2.5 中 的 瑟 为 例 ， 说 明度 量 空间 的 命题 1.19 
对 拓扑 空间 不 成 立 . 
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84 连续 映射 与 同 胚 


在 $3 中 已 提 到 ， 邻 域 概念 是 连续 性 概念 的 基础 . 在 我 们 
从 邻 域 ( 即 开 集 ) 出 发 定义 了 拓扑 空间 之 后 ， 下 面 进而 讨论 拓 
扑 空间 之 间 的 连续 映射 

在 数学 分 析 中 ， 函 数 y = f(z) 在 zo 点 连续 ， 就 是 对 任 
给 正 数 6, 存在 正 数 6 使 |z 一 2zo|<5 一 | f(z) -f(z0) |< 6 
用 邻 域 的 语言 来 令 述 ， 就 是 对 ffzo) 的 任意 < 邻 域 (f(z0) 一 
e, f(xo) +#) = V, 存在 xo 的 5 邻 域 上 DV= (zo 一 6,zo 十 介 ,. 使 
f(U) CV. 一 般 的 有 | 

定义 41 设 ， f: 针 一 了 为 拓扑 空间 于 到 YY 的 ( 单 值 ) 
对 应 ， zo EX, 如 果 对 flxo) EY 的 任 一 邻 域 VY, 总 存在 zo 
的 邻 域 品 使 f(U)CV, 称 了 在 zo 点 连续 . 若 了 在 和 的 每 一 
点 连续 , 称 了 为 七 到 的 连续 映射 , 简称 时 射 , 当 Y 丫 = 赋 , 
称 f: 久 一 忆 为 连续 ( 实 ) 疡 数 . 
. 定理 42 设 了 : 义 一 Y 为 空间 之 间 单 值 对 应 ， 则 以 下 断 

语 等 价 : 

(1) f 是 映射. 

(2) 对 了 的 任 一 开 集 V,f-1(V) 是 天 的 开 集 . 

(3) 对 Y 的 任 一 闭 集 F,f-1( 下 ) 是 六 的 闭 集 . 

(4) 对 XX 的 每 一 子 集 4,f(2A) C (4). 

证 明 ; (一 ()， 若 人 1(V) = 加 显然 是 开 集 ， 设 
六 关 zo & 了 -1(V) 为 任 一 点 ， 即 f(zo) < V, 由 连 
续 性 定义 ， 存 在 zo 的 邻 域 U, 使 f(D) CV, 妈 zo EUC 
f(TV), zo 为 11(V) 的 内 点 .由 zo 的 任意 性 ， 故 f-1(V) 为 
”三 的 开 集 . 

一 (3)， 令 了 = 了 ABRE 则 Y 为 了 的 开 集 ， 广 区 P) 
为 区 的 开 集 ， 从 而 三 区 (BE = IOYAY) 一 NI) 为 天 
的 闭 集 . 

(3) 一 (4)， 注 意 到 4 C -1(f(4)) C 广 !(7(4)), 再 根 
据 命题 3.4(3), f(A) 是 闭 集 ， 由 (3) 得 三 (7(C4)) 是 天 的 闭 
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集 . 由 此 可 见 A Cf-1(f(A)), 即 f(A) C fA. 

(4) = {1).， 设 (1) 不成立， 大 中 存在 一 点 20,f 在 zo 点 

不 连续 .因此 YY 中 存在 f(zo) 的 一 个 邻 域 V, 使 zo 的 任 一 邻 

域 I 都 有 f(U) 不 包含 于 V, 即 In [FI(YNY)JNfzoh 关 只 

令 4= 六 YN , 则 zo 为 4 的 聚 点 ，zo E 4 另 一 方 

面 ，f(z0) #4 Y\V = YAY. 因为 FI(CYAY)) Cc YA\V, 因此 
f(zo) f(A4),(4) 不 成 立 . 

在 数学 分 析 中 ， 连 续 人 性 可 通过 极限 来 刻画 ， 一 般 地 ， 在 度 

量 空间 之 间 的 连续 映射 可 用 极限 来 刻画 , 但 在 拓扑 空间 中 则 不 

可 能 . 这 是 因为 在 一 般 拓扑 空间 中 不 能 用 点 列 的 收敛 来 刻 划 橙 
点 ， 参 见 $3 习题 10, 因素 用 极限 刻 划 连续 性 要 受 某 些 限制 . 

定理 4.3 设 产 三 一 也 为 拓扑 空间 于 ,YY 之 间 的 单 值 对 

-应 ,车 在 z 点 连续 ， 则 {zn} 一 工 一 > {f(zn)} 一 fz), 反 
之 若 无 是 度量 空间 ， 且 对 天 的 每 个 收敛 到 x 的 点 列 {zn}, 有 
{f(zn)} 一 f(z), 则 了 在 z 点 连续 ， 

证 : 设 了 在 z 点 连续 ，{fzn} 一 mm 则 对 f(z) 的 任 一 邻 
域 VV， 存在 2 的 邻 域 Z 使 FTC) CV 且 存 在 正 整 数 和 N, 使 当 
n>N 时 zn EV, 从 而 f(xn) EV, 故 {f {zn)} 一 fF (2). 

反之 ， 设 着 是 度量 空间 ， 且 {zn} 一 z -一 {f(zn)} 一 
f(z}. 如 果 了 在 z 点 不 连续 , 则 存在 f(z) 的 邻 域 V, 对 zz 的 任 
一 球形 邻 域 也 (z， 加)， 总 有 点 Zr E Blz, Gn) 使 f(zTn)》 ¢ V, 取 正 
实数 序列 56 一 0, 则 {zn} 一 ,而 {f(zn)} 不 收 仑 于 f(z), 巴 
里 . 


例 4.4 (1) 常 值 映 射 cy: 无 省 cyo(XX) 为 Y 的 独 点 子 
集 {yo}. 

(2) 恒 等 映 射 1X: 基 一 天 1(z) = 二 Zz) 对 任意 x EX. 

(3) 设 4 为 天 的 子 空间 让 4 一 于 加 包含 映射 (或 简称 
为 内 射 ) 车 i(a) = c, 对 每 个 a€ 4. 

(4) 映射 f: 基 一 在 贸 的 子 空间 4 上 的 限制 了 14 
:A 一 了 为 f |4 (a) = f(a), 对 每 个 a€ 4 反之， 了 叫 了 |4 的 
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扩张 . 

(5) 车 f: 革 一 了 9g:Y 一 2 为 映射 则 合成 9g: fi 镀 一 攻 
也 是 映射 ， 其 中 9 .定义 为 (9 .了 )(z) = g(f(z)),x E XX. 这 是 
数学 分 析 中 两 个 函数 的 复合 函数 概念 的 推广 . 

粘 接 引 理 4.5 设 , 瑟 ,.….,, 为 空间 基 的 有 限 个 闭 子 
空间 ， 使 基 = LE 1 及 ,太太 全 了 为 映射 (i 二 1,2,...,n), 县 
fi lans= |EnF; (1 < 7 < n), My 由 f(x) = Ai ZE 而 
所 定义 的 单 值 对 应 f: 久 个 了 是 觅 射 . 

证 ， 由 设 ， 志 和 万 在 及 nm 而 上 取 值 相同 ,因此 f(z) 是 
唯一 的 单 值 对 应 . 设 C 是 了 的 任 一 闭 集 ， 由 卢 : 玉 一 Y 是 映 
射 , 则 打 1(C) 是 玉 的 闭 集 ， 由 命题 3.9, 存在 和 的 闭 集 万 
使 所 1(C)= DNR, 因此 也 是 七 的 闭 集 (i = 1,2,...,n)}. 

另 一 方面 ，f 1(C) = (ICIn 瓦 ) = Ur fr (On 

Fi=ULf (C) 因 因此 由 闭 集 公理 (F2) 得 出 广 !(C) 是 蕊 的 
闭 集 、 再 由 定理 4.2(3) 得 出 是 映射 

在 集合 论 中 , 等 势 (或 基数 相同 ) 可 作为 区 分 集合 的 标准 
在 解析 几何 中 ， 正 交 映 射 ( 即 刚体 运动 加 反射 ) 或 非 退化 线性 
变换 ( 即 仿 射 变换 ) 可 作为 图 形 分 类 的 标准 ， 那 么 在 拓扑 学 中 
应 以 什么 变换 作为 区 分 空间 的 标准 呢 ? 从 保持 图 形 维 数 的 要 
求 来 看 ， 单 纯 的 一 一 对 应 ， 或 单纯 的 连续 映射 不 适宜 .因为 
Cantor 已 指出 正方 域 (2 维 图 形 ) 和 闭 区 间 (1 维 图 形 ) 是 一 一 
对 应 的 ， 而 Peano 曲线 的 例子 又 说 明正 方 域 是 所 区 间 的 连续 
象 . 因此 人 们 自然 想到 用 一 一 对 应 的 而 且 又 连续 的 映射 这 种 
想法 经 微小 修改 之 后 得 到 成 功 , 成 了 拓扑 学 区 分 空间 的 标准 的 
一 种 所 谓 的 拓扑 变换 (或 同 胚 ), 其 定义 如 下 . 

定义 4.6 设 瑚 蕊 一 了 是 既 单 又 满 的 ( 即 在 了 下 成 一 一 
对 应 ) 映射 ， 且 其 道 六 CCY -于 也 是 映射 ， 称 上 为 天 到 了 
的 同 胚 , 记 作 了 :久富 . 如 果 存 在 这 样 的 同 胚 f, 称 祥 与 
Y 同 胚 或 拓扑 等 价 ， 记 作 大 兰 世 

例 47 Rs 兰 S™\{(0,...,0,1)}. 记 p = (0,...,0,1), 
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我 们 定义 球 极 投影 f: 5"\{p} Rr" 为 f(z1,22,... ,nt1) 二 
(二 委 二 TE Rr 因为 zn+l 天 了 的 定义 是 单 什 
的 ， 旦 由 于 每 个 分 最 是 数学 分 析 中 的 初等 函数 ， 因 此 f 是 映 

射 . 再 定义 9: R* 一 5"\Tp} 为 g(91, 2,... ;Yn) = (Te » 
了 相向)， 易 知 这 m+ 1 个 分 量 的 平方 和 为 1, 因此 glin， 
有 E Sn\fp} 且 是 单 信 连 续 的 ， 容易 验证 fg = 1a";g- = 
lap 因此 9 = 产 : 是 肌 射 ，/ 是 同 胚 , 因而 f: S"\{p} 涯 RR" 
例 48 hn mep. 《这 些 记 号 参见 例 3.10). 我 们 定义 


。 . 
ff: R", frr2,..., Tn) = (ctgrr1,,., ctenrn). 
| arcctgy1 arcctgyn 


oR" 7",g(Y, y2,-- -Yn) 三 (一 


则 fg 一 law,9f = 18,9 二 f1,f 和 f/! 都 是 映射 ， 再 定义 
f': Er R", fon 32,...,0n) = He 2)) 


g :Rh” 2E",g (Wy..., Yn) = (一 一 一 


则 jg = lmn;gfP = 1 六 为 同 用 

例 49 设 名 一 {(zb yzn+l) E S57 | wrtril > 人 0 为 
n 维 球面 S” 的 上 半 部 分 ， 叫 上 半球 面 ， 则 全 空 BE* 这 里 
天 3 一 五 "为 用 21 Tn Tntl) 一 (人 21 En) 3 
为 8 二 (级, V1 一 用 2), 则 g = f°! 也 是 映 
射 ， 因 此 S54 涯 E". 同样 S52 法 E" 

例 410 2 内 固有 周 , 正方 形 边界 ， 三 角形 边界 彼此 同 胚 

开 集 ， 内 部 ， 闭 集 ， 财 包 和 点 列 的 收敛 性 都 是 拓 扯 变换 下 
不 变 的 ， 即 若 f: 半 宇 Y, 则 了 芝 是 天 的 开 集 ， 当 且 仅 当 f(U) 
是 Y 的 开 集 ， 如 此 等 等 若 映 射 瑚 区 -> Y 将 关 的 每 个 开 
( 浇 ) 集 映 射 成 了 的 开 ( 闭 ) 集 ， 称 f 为 开 ( 闭 ) 映射 . 显然 f 
是 同 胚 < 了 是 既 单 又 满 的 开 【 闭 ) 映射 . 
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1 十 让 | (1,.. ‘Yn)) 


如 果 f:XX 一 Y 是 映射 使 f: 革 宇 (XX), 称 为 嵌入 .我 
们 常 把 六 和 f(XX) 等 同 起 来 ， 从 而 把 瑟 看 作 了 的 子 空间 ， 

命题 4.11 设 f: 政 二 YYg:Y 一 天 均 为 映射 有 gf = lx 
则 了 是 嵌入 ， 更 进一步 车 fg = 1y, 则 了 是 同 胚 (习题 ). 


习 题 


1. 设 4 为 度量 空间 (X,p) 的 子 集 ， f: 久 Rl 定义 为 
f(zZ) = p(x, 4),z E 下. 证明， 了 是 映射 

2. 车 了 , 矿 为 集 励 上 的 两 个 拓扑 , 则 恒 等 对 应 1x: (XX, TT) 
一 (人 厂 ) 连续 ， < 过 TCT 

3. 设 :站 一 民 为 函数 证明， 了 是 连续 的 当 且 仅 当 
存在 五 的 某 个 稠密 子 集 4, 使 对 任意 a < A, f"1((--00,a)), 
1((a, 十 oo0)) 为 开 集 ， 

4. 试 对 开 集 叙述 粘 接 引 理 并 证 之 . 
5. 设 = {fiz2). En) ER | -1<zi<1), 有 8 
= {ZT1, 22,... Tn) E J™NO, 令 efz) = rp 证 
明 :”e: J™WN0 一 J? 连续 ， 且 e(J™ 0) 为 正方 体 J" 的 边界 . 
更 进一步 证 明 J" 空 E*.( 提 示 ! 令 f:J* 一 EB", f(z) = et 
当 z EJ"\0 而 f(0) = 0, 证 明了 连续 且 f-! 连续 )， 


xX¢ ( 功 


而 
lx 


2 


6. 证明 I? 宇 J" 

7, 利用 适当 的 拓扑 不 变性 质证 明 以 下 义 与 了 不 同 胚 . 
(a) 革 = R,Y = 有 理 数 集 . 

(b) 针 = 忆 通常 拓扑 ，Y = 民有 限 余 集 拓扑. 
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8 证明: 车 对 X 的 每 个 子 集 4 有 f(D = 0 则 
f: 久 一 Y 是 闭 映 射 。 用 述 对 于 开 有 映射 的 相应 结论 . 

9. 设 产 天 一 六 9 一 下 均 为 幅 入 证明， 让 与 YY 可 
以 写成 无 交 并 集 针 = 和 UXoY = UY,XiNX = $= 
人 N15, 且 使 闻 |xo: Xi 宇 阅 ,gjy,: 了 宇 六 ,. 

10. 证 明 : 虫 f(z,2) = (zy (ze 天 定义 的 折 委 
映射 f: RR? 一 R? 是 闭 上 映射， 但 不 是 开 有 映射 , 


$5 紧 致 性 


数学 分 析 的 实数 理论 中 ， Heine-Borel-Lebesgue 定理 指 
出 ， 任 一 闭 区 间 [a&, 引 的 任意 开 覆 盖 必 有 一 个 有 限 子 覆盖 .这 
个 性 质 是 拓扑 性 质 , 在 拓扑 学 及 其 他 数学 分 支 所 涉及 的 空间 中 
都 具有 相当 普遍 的 意义 .这 就 是 本 节 将 介绍 的 所 谓 紧 致 性 . 

设 4 是 空间 外 的 子 集 ，WU = {U6。} 是 三 的 一 个 子 集 
族 使 4 C Uo Ua, 则 称 为 和 4 在 苹 中 的 种 盖 . 若 对 每 个 
Ua E€ UyUa 都 是 三 的 开 集 , 称 U 为 4 在 荆 中 的 开 嫂 盖 , 若 
2 只 有 有 限 个 成 员 ， 称 2 为 4 在 瑟 中 的 有 限 准 盖 . 若 子 集 
族 W CUU 称 io 为 U 的 子 徐 盖 . 如 果 上 明确 所 讨论 的 是 空间 
下， “在 天 中 ”可 省 略 ， 

例 5.1 对 任意 拓扑 (天 , 力 , 丰 是 大 的 开 覆 盖 ， 它 的 拓扑 
基 8 也 是 X 的 开 覆 盖 . 

例 5.2 设 革 = RA4= 和 4, 对 TE4d, 令 0<er< 
max(z,1 一 2X) 划 = {zf 一 ez,z 十 ezj10 牵 xX<1} 是 4 在 六 
中 的 开 覆 盖 ， 但 不 是 4 在 4 中 的 开 窗 议 .因为 (ey,ez) 不 是 
和 4 的 子 集 ， 2 不 是 4 的 子 集 族 . 

定义 5.3 车 空间 天 的 任何 开 履 盖 , 都 有 一 个 有 限 子 复 
攻 Ww, 则 关 称 为 紧 致 拓扑 室 间 . 

定义 5.4 不 是 任意 空间 无 的 子 集 ， 若 4 作为 子 空间 是 
紧 致 空间 ， 则 4 称 为 空间 处 的 紧 致 子 集 . 
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紧 致 子 集 的 这 个 定义 牵涉 到 4 的 子 空间 拓扑 ， 用 起 来 很 
不 方便 ， 以 下 命题 比 上 述 定义 更 便于 应 用 . 

命题 5.5 设 4 为 空间 多 的 子 集 则 4 是 怨 的 紧 致 子 
集 < 4 在 关中 的 任何 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 . 

证 ， 必 要 性 . 设 M = {U6} 为 4 在 XX 中 的 开 覆 盖 ， 则 
Ma= {UVa 门 4} 为 4 的 覆盖 ， 且 U6 门 4 都 是 子 空间 4 的 开 
集 ， 由 定义 5.4, 存在 有 限 子 覆盖 {Ua 门 4,..., Uo, 门 4}, 即 


4 = Us 门 4) 
1 二 1 


因此 ， 4 C UiUo 即 {1Ca Do 为 4 在 于 中 的 有 限 
子 覆 盖 . 

充分 性 . 设 V = {Va} 为 子 空间 4 的 开 覆 盖 , 即 每 个 Vo 为 
4 的 开 集 . 故 有 一 的 开 集 Fa 使 Vo = Uo 门 4. 易 知 W = {Ua} 
为 4 在 X 中 的 开 覆 盖 , 由 设 存在 有 限 子 覆盖 {Uo,,.…, Ua》， 
即 4< UFi Um, 因此 4 = Uii(Ua, NA) = Ui Ve 4 为 紧 
子 空间 . 

下 面 是 在 数学 分 析 中 已 讨论 过 的 定理 . 

定理 5.6 (Heine-Borel-Lebesgue) 实 直线 RR 上 任意 闭 区 间 
[c, 旭 是 紧 致 子 集 . 

下 面 是 紧 致 空间 或 空间 的 紧 致 子 集 的 一 些 基 本 性 质 . . 
命题 5.7 紧 致 空间 的 连续 映射 象 仍 是 紧 致 的 ， 特 别 的 ， 
紧 致 性 是 拓扑 不 变 的 . 

证 : 设 蕊 紧 致 ， 产 无 一 Y 为 映射 .我 们 要 证 明天 在 
”下 的 象 集 f(X) 是 Y 的 紧 致 子 集 . 设 2 = {Vo} 为 f( 苹 ) 在 
Y 中 的 开 覆 盖 ， 易 知 广 22 = {fi(U6。)} 是 天 的 开 材 盖 .由 
三 紧 ， 广 !Z 有 有 限 子 覆 盖 { 广 1 ) 六 IC )}， 因 此 
{5o Do 是 f(X) 在 了 中 的 开 覆 盖 ， 是 X 的 有 限 子 覆 
盖 . 

命题 5.8 紧 致 空间 的 闭 子 集 总 是 紧 致 的 . 
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证 ， 设 下 为 紧 致 空间 X 的 闭 集 ，U = {5oj 为 已 在 天 
中 的 开 覆 盖 . 令 W =UU{X\F}, 则 W 是 大 的 开 覆 盖 . 由 六 
紧 ， 因此 ui 有 有 限 子 荐 盖 {Ea Ua,s XN\F}, 妓 Ui Ug 
(XN\F) = 由 此 {Uo Do) 应 覆盖 下 是 义 的 紧 子 
集 ， 

定理 5.9 (Bolzano-Weierstrass) 紧 空 间 瑟 的 无 穷 子 集 必 
有 聚 点 . 

证 设 藉 为 紧 空 间 ， 4 为 任意 没有 聚 点 的 子 集 ， 我 们 证 
明 4 是 有 限 子 集 ， 因为 4 无 聚 点 , 则 二 = 4,4 是 苇 的 闭 
集 . 由 命 古 5.8,4 是 紧 致 子 集 . 任 ae 4,a 不 是 4 的 聚 点 ， 则 
存在 a 的 邻 域 ze, 使 man4= {a}-{Uajaea 为 和 4 在 关中 的 
开 覆 盖 ， 有 有 限 子 覆 盖 {Uo,..., Uo。}, 因此 4 = {a1,...,an} 
是 有 限 集 . 

王 面 讨论 具有 某 种 分 离 性 条 件 的 特殊 拓扑 空间 的 紧 致 性 . 

定义 5.10 车 空 间 的 任意 二 点 有 不 相交 的 邻 域 , 则 称 空间 
为 空间 ,或 Hausdorff 空间 ， (这 个 分 离 性 质 也 叫 ZT 公理 }). 

定义 5.11 车 空间 的 任意 两 个 不 相交 闭 集 总 有 不 相交 邻 
域 ， 称 空间 为 Ta 空间 或 正规 空间 (这 个 分 离 性 质 也 叫 到 
公理 ). 

在 这 里 我 们 不 详细 讨论 五 ,了 公理 和 它们 的 性 质 ， 正规 
空间 还 有 如 下 的 等 价 定义 ， 

命题 5.12 空间 区 是 正规 的 《< 区 的 每 个 闭 集 玉 的 
任意 邻 域 包 含有 下 的 一 个 邻 域 的 闭 包 . 

证 ， 必要 性 . 设 UD 下 为 闭 集 下 的 一 个 邻 域 ， 则 三 与 
G = XX\U 为 不 相交 闭 集 ， 由 正规 的 定义 存在 开 集 V(F) 了 了 卫 ， 
VIG)SG 使 V(F)NV(G) = 9g. 则 有 


Vi) CX\V(G) = X\V(G) Cc X\G =U 


充分 性 . 设 FG 为 的 不 相交 闭 集 , 则 X\G 下 为 下 
的 一 个 邻 域 ， 由 充分 性 假设 ， 存 在 下 的 邻 域 使 六 C X\G,， 
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于 是 VDG 且 VnN(X\V) = 9,X 满足 Ti 公理 . 
度量 空间 (XX,p) 一 定 是 Hausdorff 空间 .因为 环 的 任意 
二 点 ob 总 有 pa 站 > 0. 取 e < #p(a,b), 则 球形 邻 域 B(a,e) 
和 B(5,e) 互 不 相交 .度量 空间 也 是 正规 空间 . {习题 ) 
Hausdorff 空间 是 满足 ?2 公理 的 拓扑 空间 ， 这 种 空间 已 
足够 广泛 ,代数 拓扑 学 中 涉及 的 大 多 数 空间 都 是 Hausdorff 空 
间 ， 下 面 讨论 其 中 的 紧 致 性 . 
命题 5.13 ”Hausdorf 空间 的 紧 致 子 集 总 是 闭 集 . 
| 证 : 设 4 为 Hausdorff 空间 无 的 紧 子 集 . 任 取 z € XX\4， 
则 对 任意 y E 4A,y 关 xz, 由 5 公理 ， 存 在 不 相交 开 集 Uy Vy 
使 了 E ,ye WW. 现在 VV= {WW}yea 是 4 在 沪 中 开 要 盖 ， 
因 4 紧 故 有 有 限 子 覆盖 ，A CUriW. 令 V= UziVy VU = 
meet 则 易 见 2 EUV,ACV, 且 UNV = 因此 zx 是 XX\A 
内 点 . 由 z 任意 性 ，X\4 为 天 的 开 集 从 而 4 是 天 的 闭 集 . 
命题 5.14 Hausdorff 空间 任意 两 个 不 相交 紧 子 集 有 不 相 
交 邻 域 . 
证 : 设 有 4,B 为 Hausdorff 空间 七 不 交 紧 集 ， 由 命题 5.13 
的 证 明 中 已 得 ， 对 任  E 8, 存在 不 交 开 集 友和 仿 使 ee 
WAC Ua,V = {Wves 为 B 在 中 开 覆 盖 ， 有 有 限 子 覆 
盖 { 本 令 六 = ii,U = Nd 则 UNVY = 
$ACUBEYV. 
命题 5.15 紧 Hausdorf 空间 的 子 集 是 紧 的 < 它 是 闭 
的 . . 
完 理 5.16 紧 Hausdorff 空间 是 正规 空间 . 
证 : 这 是 命题 5.14, 5.15 的 推论 . 
以 下 是 定义 在 紧 空 间 著 上 的 上 映射 了 是 否 同 胚 的 较 好 判别 
法 . 
定理 5.17 紧 空 间 革 到 Hausdorf 空间 Y 的 既 单 又 满 的 
映射 一 定 是 同 胚 ， 
证 : 设 下 为 的 闭 集 ， 由 命题 5.8,F 是 多 紧 子 集 ， 由 
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命题 5.7,7(E) 是 了 紧 子 集 ， 由 命题 5.13,F(P) 是 Y 闲 子 集 . 
办 此 了 是 既 单 又 满 的 于 映射 ， 由 命 昕 4.11 前 的 叙述 ，f 是 同 
肛 . 

度量 空间 中 的 以 下 性 质 是 数学 分 析 中 结果 的 自然 推广 

命题 5.18 度量 空间 (X,p) 的 紧 子 集 4 总 是 有 界 闭 集 . 

证 ， 因 为 度量 空间 是 Hausdorff 空间 ， 由 命题 5.13,4 是 
和 的 闭 集 . 为 证 明 4 的 有 界 性 ， 取 球形 邻 域 族 {B{a,1)}oea， 
这 是 4 在 蔷 中 的 开 覆 盖 ， 因 此 有 有 限 子 覆 盖 {B(ai,1), ...， 
Blan1)}, 令 d = maxicijy<n{p(Qis 4;)}, 则 对 任意 2,y € 4， 
有 i,j 千 得 x & Bla;,1),y e B(ay,1). 于 是 pfz,y) < plz, ai)+ 
ples 07) + plajsY) < d+ 2, 可 见 4 的 直径 diam(A) < d+2, 
即 4 有 界 . 

注意 上 述 命题 的 递 不 成 立 . 例如 取 大 = [0,1) 作为 忆 的 
子 空间 ，X 为 度量 空间 ， 大 = [0,1) 是 X 的 有 界 闭 集 ， 但 不 
是 紧 致 的 . 如 果 X 是 紧 致 度量 空间 ， 由 命题 5.8,4 紧 > 4 
有 界 闭 集 . 

推论 5.19 紧 空间 关 到 请 上 的 连续 函数 均 有 界 ， 且 能 在 
入 上 的 点 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

Lebesgue 引 理 5.20 设 W = {Us} 是 紧 度量 空间 (X,p) 
的 开 覆 盖 ， 则 存在 正 数 和 A( 称 为 开 覆 盖 2 的 Lebesgue 数 ), 使 
天 中 任意 直径 小 于 入 的 子 集 4 必 包 含 于 2 的 某 个 成 员 局 
中 ， 

证 : 用 反 证 法 . 设 不 存在 这 样 的 正 数 和 , 则 可 找到 关 的 
一 序列 子 集 4 4， 使 diam(An) < 二, 而且 4 都 不 
包含 于 中 任 一 成 员 、 在 4 中 任 取 一 点 zn; 若 点 列 {zxn} 
只 有 有 限 个 不 同 的 点 ， 则 有 无 限 个 点 都 等 于 a, 若 {zn} 有 无 
限 个 不 同 的 点 ， 由 定理 5.9, 无 穷 子 集 {zn} 有 聚 点 ， 也 记 为 
9， 这 时 {zn} 存在 子 序列 {znxs} 使 收敛 于 点 a, 设 a € Uo， 
某 个 K 的 成 员 Ce。 则 存在 球形 邻 域 B(a,e) C Uoo, 取 充分 
大 的 正 整数 m 使 diam(Am}) < fTm E Bla,§), 则 当 2 € 
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Am, p(T,0) < pli, Tm) + p(Tm; 0) < diam(Am) 十 5 < 6 因此 
ZEB(oel C Uao, 即 4 C Uo, 矛盾. | 

定理 5.21 紧 致 度量 空间 (已 ,p) 到 度量 空间 (Xj) 的 
映射 了 总 是 一 致 连续 的 , 即 对 任意 正 数 6, 存在 不 依赖 于 zw,y 
的 正 数 6, 使 p(x,9) < 一 > p (f(z), fy) < te 

证 : 因为 了 在 z 点 连续 ， 对 任 给 e > 0, 存在 交 > 0 使 
f(B{z,6z)) C B'(f(z), 外 ), 因 关 紧 ， 由 Legesgue 引 理 ， 瑟 的 
开 有 覆盖 {B(x,6j)}wex 有 Legesgue 数 6 > 0. 当 z,yE 郑 使 得 
p(T1y) < 6, 则 zy 同属 于 开 覆 六 的 某 个 成 员 B(xo,6z6), 于 是 
PAF), FD) < pFz), Fro) + pF (rz0), FW)) < $+§ =e 

， 习 感 

1. 证 明 : 空间 的 有 限 子 集 总 是 紧 致 的 . 

2. 闭 集 族 {Fa} 称 为 具有 有 限 交 性 质 , 如 果 族 中 任意 有 
限 个 成 员 都 有 非 空 的 交 . 证 明 也 紧 致 二 > 义 的 每 个 具有 
有 限 个 交 性 质 的 闭 集 族 {F}, 其 全 体 成 员 有 非 空 的 交 . 

3. 证 明 :”(1) 空间 中 有 限 个 紧 致 子 集 的 并 集 仍 紧 致 . 

(2) 空间 中 任意 多 个 紧 致 闭 集 的 交 仍 是 紧 致 闭 集 . 

(3) Hausdorff 空间 中 任意 多 个 紧 子 集 的 交 仍 紧 致 . 

4、A 为 度量 空间 (X,p) 的 紧 子 集 ， zx e X. 证 明 : 存在 
一 点 a € A 使 p{z, 4) = p(x,a). 

5. 证 明 ， 度 量 空间 XX 中 子 集 4 的 直径 满足 diam(A) = 
diam (4). 

6. 证 明 :，Hausdorff 空间 的 子 空间 还 是 Hausdorff 空间 . 
由 此 推出 紧 空间 到 Hausdorf 空间 的 单 映 射 是 嵌入 . 

7. 证 明 ， 度 量 空间 是 正规 的 . 

“8. 证明， 正规 空间 的 闭 子 空间 是 正规 的 . 

9. 空间 六 称 为 局 部 暴 的 , 如 果 对 X 的 每 点 > 的 每 个 邻 
域 DV., 存在 X 的 紧邻 域 V 使 VC VU, 证 明 下 列 空间 局 部 紧 . 

{a) R*";(b) 紧 致 Hausdorff 空间 ， (c) 离散 空间 . 
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10. 设 ( 蕊 , 帮 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 但 不 紧 致 ， oo 为 
不 属于 X 的 一 点 , 令 = XUfooj 五 =TU{X UK | 
K 为 区 紧 集 } 为 万。 的 子 集 族 , 验证 (XX, 瑟 ) 为 紧 致 Hausdor 任 
空间 ， 且 是 六， 秽 密 子 集 ， XX 称 为 关 的 一 点 紧 致 化 . 

11, 证 明 : Rr? 的 一 点 紧 致 化 同 胚 于 5S”. 

12. 设 e > 0, 度量 空间 无 的 有 限 子 集 4 称 为 区 的 6- 网 ， 
著 状 中 每 点 到 4 的 距离 都 小 于 e 证 明 ， 紧 度量 空间 对 每 个 
e>0 有 *e- 网 . 


$6 连通 性 


Hausdorf 空间 基 具有 的 分 离 性 质 ( 即 ZF 性 质 ) 是 XX 的 
局 部 结构 . 在 本 节 我 们 将 引进 关于 关 的 整体 结构 一 连通 性 ， 
即 整个 空间 能 和 否 被 分 离 成 两 块 的 问题 . 

定义 6.1 车 拓扑 空间 苹 是 它 的 两 个 非 空 的 不 相交 的 开 
集 4 与 B 的 并 集 , 称 关 为 非 连通 拓扑 空间 ， 和 否则 是 连通 
拓扑 空间 : 若 苹 = A4UB 如 上 述 ， 有 4 与 BB 则 做 臣 的 一 个 分 
解 . 

实际 上 ， 若 X 有 上 述 分 解 4 与 BB 则 4,B 是 一 对 分 离 . 
子 集 , 即 (ANB)U(AMB) = 9( 或 者 ANMB=p$ 且 ANB= 几 )， 
我 们 有 | 

定理 6.2 对 拓扑 空间 五, 下 列 断 语 彼 此 等 价 : 

(1) 六 不 是 一 对 分 离子 集 的 并 集 . 

{2) 七 是 连通 的 . 

(3) ZX 不 是 非 空 的 两 个 不 相交 的 闭 集 的 并 ， 

(4) 天 中 只 有 天 ,入 既 开 又 财 ， 

(5) 对 任 上 映射 产 苑 一 RR, 了 (XX) 天 各 二 

证 ， (1 一 (2). 设 六 = 4UB,4; 吾 为 苇 的 两 个 非 空 不 
相交 开 集 . 因此 X\4 = B 是 闭 集 ，ANn= ANB=9. 同 
理 AMNmB= 9g, 因此 区 是 一 对 分 离子 集 4 与 B 的 并 , 与 (1) 
荐 盾 . 
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四 一 (3) 一 > (9 是 显然 的 . 

(一 (5 设 f(X) = {0,1}) 令 U = (4),V = 
(杀人 . 则 广 !(Z), FI(Z) 是 X 的 两 个 非 空 开 集 , 且 1-1(V) = 
XNfLI) 是 六 集 ， 与 (4) 矛盾. 

(5)=>(1) 设 针 = 4U B,A4,B 为 一 对 分 离子 集 ， 则 4 = 
XX\B 是 一 个 开 集 . 证 明 如 下 ! 因为 4n 百 = bp, 任 a€ 4, 有 
4 在 半 中 的 邻 域 U 使 UNnB = y( 不 然 & e 万 矛盾 ), 因此 
UC 4,a 为 4 的 内 点 . 因此 4 是 开 集 . 同样 的 B 是 开 集 , 容易 
证 明 4, B 都 是 闭 集 .定义 疡 区 一 下 为 jd4) =0,7(B) =1, 
则 由 粘 接 引 理 4.5, f 是 映射 使 f{(X) = {0,1}) 与 (5) 矛盾 ， 

” 例 6.3 实 直线 下 = (--oo,+oeo) 是 连通 空间 . 

证 ; 设 及 = 4AUB,4 与 B 为 一 对 分 离子 集 ， 任 取 a € 
A,5E B, 不 妨 设 a <b 令 41 =4nfa ,Bi = BNnla,d.Al 
有 上 和 界 ， 帮 有 上 确 界 s<b 且 seEA1CA 因 ANMB= 故 
s < b. 现在 因 ANM 万 = $, 敌情 =AUEB, 从 而 百 = B. 易 知 
(8, 站 CB( 由 s 为 41 上 确 界 ), 我 们 得 se€ tcE=B, 即 
8 全 胡 门 B 矛盾 . 

下 面 讨论 空间 中 子 集 的 连通 性 及 其 基本 性 质 . 

定义 6.4 空间 关 的 子 集 4 称 为 无 的 连通 子 集 ,车 4 
作为 子 空间 是 连通 的 . 

”五 的 子 集 {0,1} 显然 是 不 连通 的 ， 有 理 点 集 和 无 理 点 灌 
也 是 木 连通 的 (复习 题 ). 实际 上 RR 的 含有 两 点 以 上 的 子 集 4 
是 连通 的 当 且 仅 当 4 是 开 ， 闭 ， 或 半 开 半 闭 区 间 (习题 ). 

命题 6.5 连通 空间 的 连续 象 是 连通 集 ， 特 别 地 ， 连 通 性 
拓扑 不 变 . 

证 ， 作为 Y 的 子 空间 ， 瑟 的 在 映射 fi:X 一 Y 之 下 的 
象 (XY) 也 是 拓扑 空间 ， 因 此 f:X 一 7(X) 也 是 肌 射 设 
f(X) 非 连通 ， 则 f(X) = AU8B,4 与 B 是 f(X) 的 非 空 不 
相交 开 集 , 因此 f-1(4), F-1(B) 也 是 六 的 非 空 不 相交 开 集 且 
于 = 广 :上 (4)U 产 !(B3), 因此 大 非 连通 . 
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稚 论 6.6( 中 值 定理 ) 设 芒 连通 ，f: 关 一 民 为 连续 函 
数 ， 则 对 f(zo) < c < f(z1), 存在 节 的 一 点 z 使 f(z)=c. 

证 ， 甩 \{c} = (一 co,cjUfec +ec) 显然 不 连通 , 日 f(x0) & 
{—00,0), f(z1) E (ec,+o0). 设 cg 了 (X), 则 


F(X)= (F(X)N (00,c)) YU (FXIN (ec, +o0)) 


f(XX) 是 f(XX) 的 非 空 不 相交 开 集 的 并 ， 与 命题 6.5 矛盾 ， 

下 面 的 命题 就 是 说 ， 连 通 子 集 Y 的 闭 包 了 仍 连通 . 

命题 6.7 设 Y 是 空间 XX 的 连通 子 集 有 YcYcY,， 
则 六 也 是 连通 的 ， 特 别 的 立 : 连 通 . 

证 : 设 六 不 连通 ， 由 定理 6.2(5), 有 连续 函数 f: Yi 一 民 
使 f(Yi) = {0,1}， 因 Y 连通， f(Y) 只 能 是 独 点 集 ， 不 妨 
设 f(Y) = {0}. 令 配 = 六 1(( 志 和 则 态 是 妇 的 非 空 开 
集 ， 存 在 大 的 开 集 U 使 本 =UNn. 因为 01) = 1 出 
NY=8.， 站 舍 有 YY 在 义 中 一 个 聚 点 雪 E YI\Y (根据 假 
设 ) 且 jE UD. 由 聚 点 定义 ，UNMmY 非 空 , 从 布 矶 nz 3 UnNY 
含有 一 点 y, 产生 浪 盾 . 

定理 6.8 设 空间 夸 有 一 个 由 连通 子 集 组 成 的 覆盖 1, 使 
2 的 任意 两 个 成 员 4, 召 , 存在 MU 的 有 限 个 成 员 A = Ai, A2,….， 
hn = B, 使 AiNn Asriz 了 Gi=1,2,...,n 一 1), 则 义 连通 . 

证 : 设 区 不 连通 ， 则 于 二 VUV, 其 中 UV 和 WW 是 不 
相交 的 既 开 ， 且 闭 子 集 ， 因为 W 是 XX 的 覆盖 ， 则 存在 U 的 
成 员 4,B 使 A4NnU 郑 $$,BNV 对 9, 由 设 ， 存 在 的 成 员 
站 二 Al,A2,...,4%。。 = 二 BB 使 个 门 Aij1 关 B88， 现 证 明 互 一 
An CU, 从 而 UNV 关 9 当 盾 .实际 上 还 可 以 证 明 对 每 个 
i CU. .因为 4; 连通 ， 且 hi 与 的 腻 开 且 闭 子 集 UU 的 
交 非 空 ， 因 此 4i nz 是 41 的 既 开 且 际 子 集 ， 由 命题 6.2(4)， 
4ImE = 1, 妈 A1cU. 设 对 1<i<n 有 有 AicU, 则 
必 关 An Aiti CUNAiri, 同上 理 可 知 4i1 守 U, 完 成 了 归 
纳 法 . 
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现在 我 们 讨论 空间 孝 的 极 大 连通 子 集 ， 即 发 的 连通 分 
支 . " . 
定义 6.9. 设 4 是 空间 臣 的 连通 子 集 ， 且 不 是 别 的 连通 
集 的 真子 集 ， 称 4 为 区 的 极 大 连通 子 集 或 连通 分 支 ， 

命题 6.10 XX 的 连通 分 支 是 闭 集 ， 不 同 连 道 分 支 互 不 相 
交 ， 且 区 是 它 的 所 有 连通 分 支 的 并 集 ， 

证 : 设 C 为 XX 的 连通 分 支 ， 由 命题 6.7,C 连通 . 但 CC 
是 极 大 连通 子 集 . 故 CC C, 从 而 C = CC 是 闭 集 ， 设 C 
与 吃 是 久 的 两 个 不 同 的 连通 分 支 ， 而 CN DD 关 乡 , 则 由 定理 
6.8,C UD 连通 ， 与 C 的 极 大 性 矛盾 ， 因 此 CND=5. 

下 面 讨论 比 连通 性 更 强 的 道路 连通 性 . 

定义 6.11 映射 fT 忆 区 使 f(0) =a,f(1) =b, 称 为 下 
中 连接 a 与 6 的 道路 , 如果 对 于 空间 蕊 任意 二 点 ga,8 都 有 
一 条 连接 它们 的 道路 ， 称 关 是 道路 连通 的 .a 点 叫 道 路 三 的 
起 点 性 点 叫 终点 . 

我 们 常 在 直观 上 将 f(7) C 天 看 作 道路 ， 但 必需 注意 ， 道 
路 指 的 是 映射 f, 而 不 是 它 的 象 集 f(T}， 

例 6.12 欧 氏 空间 Fr 的 子 集 瑟 叫 廿 集 , 若 对 任意 z,y E 
总 , 由 zx,y 连接 成 的 闭 线段 整个 包含 在 天 中 . R* 有 线性 空间 
结构 因此 存在 闭 线段 e, 引 = {(1 一 bz 十 声 10<t<1j. 显 
然 凸 集 X 是 适 路 连通 的 ， 四 为 fi Xf (It)etty 
是 映射 ， 而 f(0) = z, f(1) = 

命题 6.13 道路 连通 空间 的 连续 象 仍 道路 连通 . 特别 地 
道路 连通 性 是 拓扑 不 变 的 . 

证 : 设 蔷 道路 连通 ， 产 基 一 了 为 映射 ， 则 产 基 一 
天 半 ) 仍 是 映射 对 ch f(b) € f(X), 设 妈 了 全 天 为 道路 
使 WO0) = qu) = 5, 则 fu: 了 一 f{( 注 ) 为 道路 ， 使 fu(0) = 
f(a), full) = f(5). 

空间 区 的 子 集 4 叫 道路 连通 子 集 , 若 4 作为 子 空间 是 
道路 连通 的 . 若 4 是 了 的 道路 连通 子 集 ， 又 不 是 别 的 道路 连 
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通 子 集 的 真子 集 , 称 4 为 家 大 道路 连通 子 集 或 道路 连通 分 
支 . 容易 证 明 

命题 6.14 ”每 个 空间 是 其 互 不 相交 道路 连通 分 支 的 并 集 . 

后 面 的 例 6.16 说 明道 路 连通 分 支 不 一 定 是 闭 集 ， 这 和 连 
通 分 支 不 同 ( 见 命题 6.10); 下 面 讨论 道路 连通 性 与 连通 性 的 
关系 . 

命题 6.15 道路 连通 空间 一 定 是 连通 的 . 

证 ; 设 道路 连通 空间 XX 不 连通 , 则 才 = AUB, ANMB= 作 . 
取 ae 4,be B, 存在 七 中 道路 fT 一 六 ,使 f(0) =a,f 了 (1)= 
5 因此 有 f(D C AUB= X,fDNDNA#AG, HNNB# ,而 且 
f(DnANB = 5$. 这 就 是 说 f(T) 有 分 解 天 = (f(DN A)U 
(fU)n B), 即 f(T) 不 连通 , 但 是 了 连通 ， 由 命题 6.5, f( 了 ) 连 
通 ， 产 生 矛 盾 . | 

例 6.16 连通 空间 未 必 道 路 连通 . 设 


A={(0WN ER|-1<y<1} 


B= {(m,sinT)e RI0<z<1) 
X=AUB 


都 是 作为 : R2 的 子 空间 ， 我 们 说 明 基 是 连通 的 ， 但 不 道路 连 
通 . 首先 吾 是 道路 连通 的 ， 因 为 (1,0) 和 (1 一 a,sin 1 三 ) 可 
由 道路 4 B,ult) = (1 at,sin Ti) 所 连接 ， 因 此 BB 是 
连通 的 ， 朋 区 二 AU B CB, 因此 由 命题 6.7,X 连通 . 

另 一 方面 ,不 是 道路 连通 的 , 不 然 车 存在 关中 由 (0,0) 
到 (1,0) 的 道路 4, 记 w(t) = (ua(byaa 人 的). 现在 wu "(4) 是 了 
的 含有 0 的 闭 集 ， 因 此 也 包含 有 它 的 上 确 界 bb0 < 5656<1, 我 
们 将 证 明 ts 在 5 点 不 连续 . 

设 w2(5) < 0, 划 对 任 5>0 使 5+5<1 有 wt(b+5)>0, 
从 而 存在 正 整 数 n% 使 0= wi(b) < 1 < ui(8 十 人 ,并 且 存 在 
t 使 得 6 <t<bt6, 且 w(t) = ;因此 w2(t) = sin mg = 
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1， vw2{t) — ~ u2(b) > 之 1,v2 在 6 点 不 连续 ， 当 w2(b) > 0, 类 似 可 
证 uz 在 5 点 不 连续 ， 因 此 不 存在 这 样 的 道路 w, 道路 不 连 _ 
通 . 

习题 

1. 试 证 ， 若 实 直 线 的 一 个 连通 子 集 包含 至 少 两 点 ， 则 
它 必 是 一 个 区 间 ，( 开 ， 闭 ， 半 开 ， 有 限 或 无 穷 ). 

2. 试 证 ， 欧 氏 空间 Pr"{n > 1) 减 去 一 点 是 连通 的 ，n 维 
球面 S*(n > 0) 是 连通 的 . 

3. 试 证 ， 若 连通 度量 空间 X 包含 至 少 两 点 ， 则 存在 映射 
f: 革 二 [0,1 使 了 (X)= [0,4]. 

4 车 4 与 日 是 空间 的 一 对 分 离子 集 , 日 A4UBPB 是 六 
的 开 集 (或 闭 集 ), 则 4 与 B 都 是 六 的 开 集 (或 闭 集 ). 

5. 证 明 ; 空间 XX 中 既 开 又 闭 的 连通 子 集 是 的 连通 分 
支 . 

6. 证 明 : 平凡 拓扑 空间 一 定 道路 连通 ， 

7. 利用 连通 性 证 明 只 和 R"(n > 1) 不 同 胚 . 

8. 证 明 1 维 的 Brouwer 不 动 点 定理 ， 任 映射 f: 了 都 
存在 不 动 点 ， 即 存在 ze 忆 使 f(z) = z， 

9. 一 维 Borsuk-Ulam 定理 : 车 天 51 一 R! 是 连续 函数 ， 
则 存在 一 点 z € S1, 使 f(z) = 所 一 z)， 

10. 空间 发 叫做 局 部 连通 的 ， 若 对 任意 ze 多 和 zz 的 
任意 邻 域 0。, 存在 x 的 连通 邻 域 V 使 记 c 5, 证 明 ， 

(1) 局 部 连通 性 拓扑 不 变 ， 但 不 一 定 被 连续 映射 保持 . 

( 纪 必 是 局 部 连通 空间 ， 当 且 仅 当 XX 的 任意 开 集 的 连通 
支 是 开 集 . 

11. 空间 于 叫做 局 部 道路 连通 的 ， 若 对 任意 zeE 久 和 
z 的 任意 邻 域 U, 存在 z 的 道路 连通 邻 域 友 , 使 Vc U. 证 
明 ，. (1) 局 部 道路 连通 空间 是 局 部 连通 的 . 

(2) 局 部 道路 连通 空间 的 连通 支 和 道路 连通 支 是 一 致 的 . 
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设 Y 了 = 0 WUSCoYn, 其 中 Xo = Tx{0},Yo = {0} xJ, 
= {i }x 了 都 是 形 的 子 空间 .证 明了 连通 但 不 是 局 部 
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个 拓扑 空间 蕊 1), 改 2,，……,Xn 通过 和 卡尔 直 积 XI x X2 x 

:…X Xn 可 作出 一 个 新 的 集合 ,我 们 怎样 利用 每 个 其 原 有 的 

拓扑 结构 来 定义 这 个 新 集合 上 的 拓扑 呢 ? 我 们 可 以 从 欧 氏 空 

间 Rr 的 通常 拓扑 得 到 启示 ， 因 为 Rr 实际 上 是 n 个 R! 的 稍 

卡尔 直 积 Ri x ... x Rl. 下 面 的 命题 给 出 了 本 节 将 要 定义 的 
乘积 拓扑 的 一 个 背景 

命题 7.1 Rr" 的 子 集 族 召 二 {UA x U2 Xx ...xU, | 是 
的 开 集 } 是 欧 氏 空 前 Fr( 通 常 拓扑 ) 的 一 个 拓扑 基 . 

证 : 只 要 证 明 8 的 每 个 成 员 是 R" 通常 拓扑 的 开 集 自 R* 
的 每 个 球形 邻 域 B(x,e) 是 3 中 若 于 成 员 的 并 集 ， 

设 X...xUn EB,T= (rT. Tn EU XX...xU,. 
内 为 Ui 是 民 的 开 集 , 存在 6; > 0, 使 开 区 间 (zi 一 ezi 十 6 C 
天. 令 上 = min{fel,ez, .en}, 易 证 zzE Bizx,e) CU x...xU,, 
即 z 是 态 x...xD， 内 点 ， 大 而 本 x...xU 是 FR? 通常 拓 
扑 的 开 集 . 

另外 , 若 召 (ze) 是 R? 的 球形 邻 域 . 对 任 y 一 {o 加) E 
B{zx,e), 存在 和 >0 使 召 (o 兄 ) C Blz,e). 令 


i 
= (8 — i 十 所 9 一 1,2,. 


则 易 见 y EeUy x...xUy C B(y,6,) C B(x,e). 因此 B(z,e) = 

UyeBcze UY xX .-. x U3,B(z,e) 是 8 中 若干 成 员 的 并 集 . 
定义 7.2 设 寻 aa 为 拓扑 空间 ,， 贸 二 XX] XxX...x 

na， 甘 的 子 集 族 8 = {U1 x ... x Uh | 0 为 区 :的 开 集 } 满足 
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折 扑 基 的 定 久 2.6( 复 习题 )， 此 拓扑 基 8 诱导 的 丘 扑 了 (参见 
定理 2.9) 叫做 蕊 上 的 乘积 拓 提 ,(X, 卫 ) 叫做 六),..., XX。 的 
乘积 空间 ,区 叫做 乘积 空间 苇 的 第 i 个 因子 空间 . 

例 7.3 欧 氏 空间 到 是 nn 个 Rl 的 乘积 空间 . 

例 7.4 设 (Xi,pi) 为 度量 空间 , i 二 1,2,...,n. 二 XIX 
Xn. 定义 户 改 X 改 一 下 为 pz 衣 一 VS 所 (大生 
利用 Schwarz 不 等 式 可 验证 p 是 X 上 度量 .更 进一步 可 以 证 
” 明 (X,p) 的 度量 拓扑 和 大 的 乘积 拓扑 是 等 价 的 . (习题 ) 

例 7.5 乘积 空间 S51 x 了 是 以 圆周 .5S1 为 准 线 ， 以 了 为 母 
线 的 圆柱 面 . 对 一 般 拓 扑 空 间 XX, 通常 将 弱 积 空间 XX x 了 称 为 
以 无 为 底 的 柱 面 . 多 x {0}, 允 x 位 } 分 别 为 柱 面 的 下 底 和 上 
底 . 若 也 为 美的 开 集 ，Y 为 了 的 开 集 ,， 则 UxV 是 双 xI 
的 拓扑 基 中 的 开 集 ， 而 一 般 的 多 x 了 的 开 集 是 若干 个 UxV 
的 并 集 . 

例 7.6 在 解析 几何 中 ， 环 面 是 圆周 绕 在 同一 平面 上 的 轴 
(但 与 圆周 不 相交 ) 旋转 而 得 的 旋转 面 ， 即 它 是 R3 的 子 空间 ， 
例如 yz 平面 上 圆周 (y 一 2)? 十 z2 = 1 绕 z 轴 旋转 而 得 的 环 面 
参数 方程 为 


= (2+cos(2rp)) cos(27yp) 
(2 + cos(27p)) sin(27w) 
sin(2xrp) 0< oz 和 1 


一 村 时 | 
I 1 


Q 
| 
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但 是 在 拓扑 学 中 常 将 环 面 看 作 有 乘积 空间 5S! ;、51. 实际 上 ， 环 
面 作为 如 上 所 述 的 局 的 子 空间 和 作为 水 积 空 间 是 同 胚 的 , 我 
们 将 在 .$8 中 证 明 这 个 事实 . 

乘积 空间 的 概念 可 以 推广 到 无 限 个 因子 空间 的 乘积 空间 ， 
但 在 这 里 我 们 仍 着 重 讨 论 有 限 个 因子 空间 的 情况 ， 首 先 我 们 讨 
论 乘积 空间 中 的 连续 性 问题 . 

设 pj: X11 XXX 人 天生: 大 个 大 XXX 定义 
为 Pj(E1, sy Tn) 一 2 和 ij(z;) 一 (29,..., 0 其 中 
区 做 夭 放 为 XX: 中 给 定点 。 称 py 为 到 第 j 个 因子 空间 的 投 
射 而 各 称 为 第 37 个 因子 空间 到 悦 积 空间 的 内 射 . 

命题 7.7 投射 p; 是 满 的 开 映 射 - 

证 : 设 U 为 苹 ; 的 任 一 开 集 . 则 gMU) = XLx...xUx 
:… Xn 显然 是 XXX ... x Xn 中 开 集 ， 故 中 是 映射 ， p; 显 
然 是 满 的 . 车 加 x .….. x U。 为 积 空间 的 拓扑 基 中 的 开 集 ， 则 
户 (D4 x ... x Uh) = 0; 是 Xi; 的 开 集 ， 故 p; 是 开 上 映射. 

命题 7.8 放 是 映射 且 将 XX; 懈 入 为 子 空间 {29} x .,.. x 
下; x .…. Xx {3232}, 因此 我 们 常 把 X 看 作 XI x ... x X 的 子 
空间 ， 

证 : 容易 验证 iy 连续 县 pyiy = 1xj,i; 是 嵌入 ， 

下 面 是 判断 到 乘积 空间 的 对 应 是 否 连 续 的 重要 判别 法 . 

命题 7.9 对 应 六 了 一 xx 加 连续 当 且 仅 当 每 个 
坐标 对 应 pjf:Y 一 XX; 连续 (7 = 1,2,...,n) 

证 ， 必要 性 是 显然 的 . 今 设 每 个 pj;f 连续 . 对 Xi; 的 任 一 
开 集 ,1D x ... x UU) = MMF (XL XXX .xX 
Xn) = 六 7 (3) = 9_1(pjf)-1(U;). 因为 p;f 连续 ， 
(py 了 (加) 是 开 集 , 从 而 10 x.….x Un) 也 是 了 的 开 集 ， 
故 了 连续. 

命题 7.10 车 大: 训 一 为 映射 则 所 x...x 所 :X11X 
Xn x,..Xx 了 也 是 映射 由 此 还 可 得 ,车 生 宕 站， 
则 X11 x ... x Xn 宇 防 x... Xx 了.( 习 题 ) 


. 36 . 


若 任意 有 限 个 拓扑 空间 XX1,,.. ,了 X, 具有 性 质 4 蕴 含 乘积 
空间 Xi x ,.. x Xn 也 有 性 质 4, 则 性 质 4 称 为 有 限 可 积 性 
质 .下面 是 最 基本 的 有 限 可 积 性 质 , 

命题 7.11 XL x ... x XX 是 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 每 
个 因子 空间 XX; 是 Hausdorf 空间 . 

证 : 只 要 对 = 2 证明, 剩 下 的 可 作 归 纳 法 . 设 X1 x Xz 是 
Hausdorff 空间 ， 对 Zz1, 7x1 € X1 为 不 同 的 二 点 ， 任 取 za € Xa， 
则 (zx1, 32), (21;22) 为 久 1 x Xo 的 不 同 点 , 有 不 相交 邻 域 , 从 而 
可 找到 Xi1xX2 的 拓扑 基 中 两 个 不 相交 的 成 员 DxU2, UxU. 
容易 看 出 ， 丙 ,到 是 xz1,24 在 天 中 的 不 相交 邻 域 , 即 Xi 是 
Hausdor 企 空投， 同 理 到 2 也 是 ; 

反之 , 设 XX1, Xa 都 是 Hausdorff 空间 ，(z1, x2), {zx1, 9) 为 
XX1 x XX2 的 两 个 不 同 点 , 不 妨 设 zl 关 池 ,因为 大 是 Hausdor 任 
空间 ， 则 有 Xi 的 不 相交 开 集 本 和 使 z1 € U0,zi € Ui. 
因此 避 x X2, 厂 x X2 是 (Z1,z2), (24,29) 的 不 相交 邻 域 . 

命题 7.12 Xl XxX... x Xn 连通 (或 道路 连通 ) 当 且 仅 当 每 
个 XX; 连通 (或 道路 连通 ). 

证 ， 因为 蔷 ; 是 在 pj: 和 x.,, x XX 一 臣 ; 下 的 连续 象 ， 
故 必 要 性 显然 成 立 ， 反 之 ， 若 四 |, XX 连通 ， 因 为 


”X11 X 2 一 (Xi Xx {22)) 1 Usex, {z} Xx Xo 


则 M = {Xi x {29}, {2} x X2}wex, 是 Xi x Xz 的 连通 子 集 组 
成 的 覆盖 ， 由 定理 6.8, Xi x XX 连通 . 我 们 省 略 关于 道路 连通 
性 情况 的 证 明 . 
”下 理 7.13 设 B 为 空间 针 前 拓扑 基 ， 若 对 任意 由 如 的 
成 员 组 成 的 开 槛 盖 总 有 有 限 子 覆盖 ， 则 XX 紧 致 . (复习 题 ). 
定理 7.14 XX Xx ... x Xn 紧 致 当 且 仅 当 每 个 六; 紧 致 
证 : 因为 贸 } 是 在 py: Xi Xx .XXX 下 的 连续 象 ， 
故 必 要 性 成 立 . 反之 ， 设 各 ,7 紧 致 . 借 甚 上 述 引 理 ， 只 须 
考虑 Xi x Xz 的 任意 开 祯 盖 W = {U6 x Va}), 其 中 U,V 分 
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别 为 Xi Xa 的 开 集 ， 我 们 证 明 JW 有 有 限 子 渤 盖 . . 
因为 {ZT} x Xz 同 胚 于 Xz, 是 入 x Xs 的 紧 致 子 集 ， Wi 
自然 也 是 {fz} x XX2 在 Xl x Xo 中 的 开 覆 盖 ， 故 有 有 限 子 覆盖 


{U2 x Vi Hcjcns 


令 Us = N92104z, 则 避 x Xz 是 X1 x Xo 的 开 集 且 包含 

{Z}xX2.{Uz}zex, 显然 是 六 1 的 开 柳 盖 , 由 Xi 紧 致 , 有 有 限 子 

覆盖 【ED Da 于 是 1 x Xz = (Um Us ) x Xz = 

UB (Us, x 六 2)， 另 一 方面 ， 每 个 Ur: x X2 C US (UE sy, x 

到 x,). 因此 W 有 有 限 子 著 盖 {Vis x Vis |1 <j< nei= 

1,2,...,m}. 四 
习 题 

1.X1 Xx ... Xx Xn 的 子 集 已 是 闭 集 当 且 仅 当 已 是 形 如 
本 x .… x Fn 的 集合 的 有 限 并 集 的 交集 ， 其 中 忆 是 Xi 的 闭 
集 ，1 = 1,2,...,n. . 

2. 设 4, 召 分 别 为 拓扑 空间 处 ,Y 的 子 集 ， 证 明 : 

(1) Int(Ax B} = (Int A)x (IntB), (2) 4xB=AxB. 

3. 证 明 乘 积 空间 在 同 胚 意义 下 的 交换 性 与 结合 性 : 

(1) XxYY x XX, 

(2) (XxY)xZEXxYxZEXx(Y x 2). 

4. 设 41 是 空间 大 的 子 空间 (i = 1,2). 证 明 : 41 x A。 
作为 乘积 空间 和 它 作为 习 积 空间 XI x Xs 的 子 空间 ， 两 者 大 
扑 一 致 

5. 设 4,B 为 欧 氏 空间 Br? 的 凸 集 , 证 明 4 x B 是 古 集 . 

6. 证 明 : XI1 x XX2 x ... x 上 的 乘积 拓扑 是 使 得 每 个 
投射 pj: Xl X Xa XX ,., X 所 mn 一天 7 了 一 1 2, . .. ;72， 连续 的 最 
小 拓扑 、 

7. 拓扑 群 是 一 个 群 C, 并 且 具 有 拓扑 结构 使 对 应 ， 


GxG— 6G, GG 
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都 连续 ， 其 中 GxG 具 有 G 的 折 扑 所 导出 的 乘积 拓扑 证 明 
以 下 都 是 拓扑 群 . 

(1) 任意 群 具有 离散 拓扑 . 

(2) 实数 加 法 群 R 具有 通常 拓扑 . 

(3) 非 0 实数 乘法 群 刀具 有 通常 拓扑 

(4) 所 有 ? 阶 非 奇异 实 矩 阵 所 组 成 的 乘法 群 GL(n, 吾 ), 它 
的 拓扑 看 作 欧 氏 空间 R” 的 子 空间 拓扑 . 

8. 拓扑 空间 关 研 和 做 nt 维 拓 扑 流 形 ， 若 每 一 点 TE 芒 ， 存 
在 一 个 邻 域 Us 同 胚 于 欧 氏 空间 R*. 证 明 , 车 义 ,Y 为 n 维和 
m 维 流 形 ， 则 外 xY 是 nn 十 m 维 流 形 . 

9. 证 明 (1) 铸 xY 局 部 连通 当 且 仅 当 久 与 Y 局 部 连 


(2) XX xY 局 部 道路 连通 当 且 仅 当 X 与 了 局 部 道路 连 
通 ， 

(3) XX xY 局 部 紧 当 且 仅 当 X 与 Y 局 部 紧 . 

10. 设 空间 天 使 得 钱 x 了 是 正规 的 ， 则 X 是 正规 空间 . 


§8” 商 空间 


对 各 空间 是 从 已 知 的 间 空 间 构造 新 空间 的 芝 用 方法 本 节 
将 介绍 第 二 种 常用 的 方法 即 构 作 商 空间 . 

如 下 图 的 平面 双 摆 的 每 个 瞬时 位 转 可 用 两 个 有 向 角 9, 
表示 , 即 可 与 欧 氏 平面 的 点 (wp, 细 ) 对 应 , 但 当 n,m 为 整数 时 ， 
点 (8; 苏 ) 与 点 (8 十 2mr 甸 十 2nT) 表示 双 摆 的 癌 一 位 置 ， 因 
此 我 们 应 当 将 户 中 这 两 点 理解 为 同一 个 点 ， 这 样 ， 为 了 表示 
双 摆 的 所 有 可 能 的 瞬时 位 置 ， 可 用 R? 中 边 长 为 27 的 正方 形 
上 所 有 点 来 表示 , 但 必须 将 此 正方 形 每 对 对 边 上 的 点 {0, 获 ) 与 
(2m, 力 ), 点 (p10) 与 (p;2x) 看 作 同一 点 ， 如 果 将 正方 形 每 对 
对 边 按 上 述 对 应 点 粘 合 在 一 起 ,， 正 方形 就 变 成 了 球面 . 我 们 称 
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环 面 是 正方 形 ( 按 上 述 粘 合 方式 ) 所 作成 的 粘 合 空间 (或 商 
空间 ). 从 正方 形 到 环 面 的 粘 合 过 程 如 下 图 所 示 ， 其 精确 的 数 


学 播 述 如 下 ， 
Mr 
1 ry 
| 
. ! 
Y a 
C7 
27 
| 
0 27， 
正方 形 环 而 


不 妨 取 边 长 为 1 的 正方 形 12. 在 集合 天 中 定义 等 价 关系 
为 : (0 共和 为 (9,0) ~ (yp,1), 而 其 它 点 (p,) ~ (en 村) 
当 且 仅 当 pp == V0 <py <10<y <U). 
了 2/ ~ 表示 在 上 述 等 价 关系 下 ， 所 有 等 价 类 的 集合 .这 个 集合 
已 / ~ 就 是 环 面 上 所 有 点 的 集合 , 或 者 说 它们 之 间 一 一 对 应 . 
很 自然 的 ， 我 们 要 在 2/ ~ 上 定义 一 个 拓扑 ， 使 正方 形 了 到 
环 面 2/ ~ 的 自然 对 应 是 连续 的 . 这 就 是 下 面 定义 的 商 拓扑 ， 
从 而 I2/ ~ 成 为 I? 的 商 空间 . 

定义 8.1 设 (XX 也 是 拓扑 空间 ， ~ 是 集合 和 上 的 等 
价 关系 . 大 / ~ 是 商 集 (或 等 价 类 集合 ),p:X 一 和/ ~ 定义 为 
P(7) = 加), 即 = 的 等 价 类 ，p 叫 自然 投射 。 XX/ ~ 的 子 集 族 


T/~={W eX/~| pW) eT} 
称 为 了 关于 等 价 关系 ~ 的 高 拓 扑 , (X/ ,万 / ~) 称 为 (无 帮 
关于 等 价 关系 ~ 的 商 空间 . 


命题 8.2 严 于 信 夺 /~ 是 满 映 射 ， 且 商 拓扑 7/ ~ 是 使 
自然 投射 p 连续 的 最 大 拓扑 . 
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证 :根据 商 拓扑 的 定义 ， XX/ ~ 的 任 一 开 集 人 ,必须 有 

Pp-1(W) 是 半 的 开 集 ， 故 p 连续 旦 显然 是 满 的 . 
- 另外, 设 S 是 XX/ ~ 上 拓扑 使 P 连 续 . 车 YE 5, 则 p-1i(V) 

是 天 的 开 集 ， 即 p 1(V)e TT. 由 商 拓扑 的 定义 ， 区 ET/ ~ 
故 SC7T 了 7/ ~. 

下 面 是 在 商 空 间 了 苹 / ~ 上 定义 连续 映射 的 重要 方法 . 

命题 83 设 f: 久 五 为 映射 使 当 z ~ zr 有 f(x) = 
f(z), 其 中 zx, zx'E XX,~ 是 饼 上 等 价 关系 . 则 存在 映射 g: /~ 
二 了 使 gp=. 


证 ， XX/ ~ 的 任 一 元 素 是 六 的 某 一 点 2 的 等 价 类 [2], 定 
义 g[z] = f(z). 对 于 [z] 中 的 另 一 代表 x 则 x ~ 2!. 由 设 ， 
f(x) = f(x), 因此 9 是 唯一 定义 的 ， 且 显然 有 gp = f, 下 面 
证 明 9 连续. 对 工 的 任 一 开 集 亿 p-1(9-HVY)) = (gp)-i(V) 一 
f7(V), 由 f 连续 性 ， -1(V) 是 无 的 开 集 .由 商 拓扑 的 定 
义 ，9-1Y) 是 久 / ~ 的 开 集 ， 故 9 连续 . 

例 8.4 正方 形 1? 上 定义 等 价 关系 ， (yp,0) ~ (wp,1),(0,9) . 
~ 山 切 ) 而 其 它 (长 ) ~ (p11) 当 且 仅 当 jp =p', 甸 二 由 ,其 
中 0< yp 10< 和 <1, 商 空间 12/ ~ 同 胚 于 作为 旋转 
面 的 环 面 人 (其 参数 方程 见 例 7.6), 也 同上 胚 于 乘积 空间 5S1 x 91， 
我 们 证 明 如 下 ， 

根据 例 7.6 中 环 面 了 的 参数 方程 ， 我 们 有 


T={(z,y,2)ER? | z=(2+ cos2rp) cos2ny, 
y= (2+ cos2rp) sin 2ry, z=sin 2rp}, 
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作对 应 了 情 坊 工 为 了 f(y, 和 ) = (x,y,z), 则 了 连续 , 且 f(yp,0)= 
f(p,1), 了 (0,) = Fl 的， 由 命题 8.3, 存在 映射 六 天 /~ 一 了 
使 gp = f, 即 gy, w= fw,»), 容易 看 出 9g 是 既 单 又 满 的 映 
射 ， 因 为 1? 紧 致 ， 12/~ 是 I? 在 映射 p 之 下 的 连续 象 ， 故 
D2/ ~ 紧 致 ， 工 是 R3 的 子 空间 ， 显 然 是 Haussdorff 空间 . 
由 定理 5.17,9 是 同 胚 . 

同样 的 ， 作 Fi: — Slxs! 使 fp,y) 一 {et2me ,er2ry)， 
因为 81 是 单位 圆周 , 它 的 每 一 点 可 用 复数 ef2"?(0 < gp <1T) 表 
示 , 因此 f(y,) E 8S1x 5S1, 而且 f(y,0) = Pto,, f°(0,) = 
fj 人 及 .因此 所 导出 既 单 又 满 的 映射 g: 有 /~ 一 S81 x S1.g' 
也 是 同 有 是. 

例 8.5 正方 形 一 对 对 边 反 向 粘 合 所 得 的 商 空间 岂 M5bius 


带 : 
(1,1 一 次》 
区 


在 正方 形 天 上 定义 等 价 关系 ， (0, rz) ~ (1 1 一 za), 其 它 的 点 
(zi;za) ~ (21,22), 当 且 仅 当 zl = z1, oa = 区 其 中 0 < v1 
z4 之 1,0< 22, 区 和 1 则 商 空间 2/ ~ 就 是 M5bius 带 . 

例 86 正方 形 一 对 对 边 同 向 粘 合 ， 而 另 一 对 对 边 反 向 粘 
合 ， 则 所 得 的 商 空 间 叫 Klein 疹 ， 


站 8@ 


在 于 上 定义 等 价 关 系 ， (0,) ~ (1,), (4p;0) ~ (1 一 yp,1), 其 
他 的 点 (yp, 史 ) ~ (pp) ama pp 二 了 ， 则 商 空间 
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/~ 就 是 Klein 瓶 . 它 丰 到 的 子 空间 (证明 从 略 ), 而 在 R3 
中 不 可 能 实现 . 上 图 只 是 一 个 示意 图 . 

例 8.7 我 们 可 通过 三 种 途径 得 出 射影 几何 中 的 重要 研究 
对 象 一 射影 空间 RP". 

{ 作为 BAIAf0} 的 粘 合 空间 ， 在 ReflNf0y 中 了 一 Y 
当 且 仅 当 z,y 在 同一 条 过 原点 的 直线 上 ， 即 存在 实数 入 使 
ATi = ill i 和 n+ 1). 

(2) 作为 39" 的 粘 合 空间 ， 5S" 中 x ~y 当 且 仅 当 x,y 是 
对 径 点 ， 即 2 二 一 wi(] <i<n+1). 

(3) 作为 mm 维 球 体 BE? 的 粘 合 空间 ， Er 的 边界 5*~1 的 
每 对 对 和 经 点 定义 为 等 价 ， 此 外 每 个 点 和 自身 等 价 . 

Wh 
J/ 
要 » 
§* 3? E" 

容易 看 出 ， (1) 和 (2) 得 出 的 商 空 间 是 一 致 的 .关于 (2) 
和 (3) 可 以 这 样 理解 . 由 于 球面 5* 的 对 径 点 看 作 同 一 个 点 ， 
因此 只 须 考 虑 半球 面 弛 ,S57 内 部 的 点 和 自身 等 价 而 3 边界 
土 每 对 对 径 点 等 价 ， 根 据 例 4.9,S? 和 E" 同 胚 ， 因 此 (2) 和 
(3) 得 出 的 商 空 间 一 致 . 四 

例 8.8 ”空间 万 将 子 空 间 4 所 有 点 精 合 为 一 个 点 所 得 的 
商 空 间 常 记 为 /A. 在 关上 定义 等 价 关系 ， .7z ~ x' 当 且 仅 
当 zz E A, 其 它 点 和 自身 等 价 ， 则 商 空间 久 / ~ 就 是 XX/4. 
例如 了/{0,1} 衬 51,E"/S"-! 衬 S57, 其 中 间 胚 关系 的 证 明 留 给 
读者 ， 我们 将 六 /A 电 做 空间 天 对 子 空间 4 所 作 的 商 空间 , ， 
空间 下 和 YY 的 不 相交 的 并 集 UY 对 fzo, 加 } 所 作 的 商 空 
冶 关 UY/{zo, 名 } 叫 艇 贸 与 Y 的 一 点 和 , 记 为 着 VY. 这 里 
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z0) 加 分 到 是 天 ,了 的 给 定 的 点 . 

最 后 我 们 讨论 商 映 射 及 其 一 些 性 质 ， 

定义 8.9 满 映射 f: 写 一 Y 叫做 商 映 射 若 对 了 的 每 一 
子 集 VV 是 Y 的 开 集 ， < /MV) 是 XX 的 开 集 . 

有 显然， 自然 投射 产 蕊 一 瑟 / ~ 是 商 爱 射 ， 而且 对 任 一 商 
喘 射 f: 关 一 YY, 必 存 在 蕊 上 的 等 价 关系 使 了 兰 三 / ~. 

命题 8.10 (1) 任意 满 开 映射 (或 满 闭 映射 ) 是 商 呐 射 . 

(2) 两 个 商 映 射 的 合成 仍 为 商 映 射 . 【习题 1) 

命题 8.11 投产 天 一 了 为 商 映 射 ， 天 是 局 部 紧 Haus- 
dorff 空间 ， 则 f x 1x: 关 xK 玫 YY x KK 仍 是 商 映射 . 

证 : 易 知 fx1g 是 满 映 射 ， 故 只 须 证 明 对 DCYx 瑟 使 
(fx lx)-1(U) 是 革 x 的 开 集 ，U 也 是 Y x KK 的 开 集 . 

任 (9,z) E 也 到 一 点 2 使 Flz) = 和 则 (fF x 1)(z,z) = 
(y,2) 且 (z,z) € (f x 了-1(UV)， 因 为 这 个 集合 是 六 xK 的 
开 集 ， 因 此 存在 六,KK 的 开 集 O1,O2 使 fz,z) € Oi x O2 C 
(f x 1)~1(U). 由 KK 局 部 紧 ， 由 和 习题 9 中 的 定义 易 知 ， 
存在 开 集 VV 使 zeEVCVCOs。 且 VV 紧 致 元 zxCc 
(fx1) D0). 任 x eV, 存在 六 ,KK 的 开 集 4z,Bz 使 {2.2') E 
Az x Bor C (Ff x 1) (DY. 令 {Bz'}wev 是 V 的 开 和 覆盖 ， 有 
有 限 子 覆盖 {Bw,.,.,Bmwy}. 令 W = Az 几 ... 阁 hom 这 
显然 是 久 的 开 集 ， 且 W x 六 CC (f x 1)-1(U). 我 们 取 满 足 
W x 六 CC (f x1-1(0) 的 最 大 的 W, 仍 记 为 W、 可 以 证 明 
fi(f(W)) = TW, 从 而 由 f 是 商 映射 得 出 f(W) 是 Y 的 开 
集 , 但 (yzjef(W)jxVcU, 均 是 Y xKK 的 开 集 . 

”“ 剩 下 的 只 要 证 明 人 A(W))=TW. 显然 W Cc f7*(f(W)). 
反之 任 xw'€ 1(f(W)),z EV 有 (fx1)(z',z') = (f(z'),2') € 
f(W)xVcCU, 获 z'xVC (fx1)-1(UV), 和 上 面 的 方法 相 
同 ， 因 此 存在 开 集 W', 使 W' x 六 CC (x1)-1(0). 由 我 们 选 
取 的 你 的 最 大 性 ， xz EW' CW, 因此 fTf(W) cc 证 . 
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习题 


1. 证 明 ， 命题 8.10. 

2. 用 商 空间 精确 找 述 下 列 空 间 : 

(1) 圆柱 面 将 它 的 上 底 贺 周 和 下 底 圆周 同 向 粘 合 . 

(2) 二 维 球面 $2 将 它 的 赤道 国 粘 合成 一 个 点 . 

(3) 欧 氏 平面 有 局 将 它 的 以 原点 为 图 心 ， 半 径 为 正 整 数 的 
圆周 各 自 粘 合 为 一 点 ， 

3， 设 二 和 一 了 为 观 射 ， 一 和 宇 是 无 和 YY 上 的 
等 价 关系 使 > ~ y 总 是 蕴含 f(z) = fg 用 f 构造 映射 
所: 蔗 / ~ 二 Yj/ ~, 并 证 之 . 

4. 证 明 上 题 中 若 f 是 商 映 射 ， 则 所 也 是 商 映射 . 

5. 设 久 是 Sierpinski 空间 (参见 $2 习题 1), 定义 天 下 一 
I 为 f( 引 =0 当 0<t<#4,f( 直 二 1 当 直 <t<1. 验证 是 
- 商 映 射 . 但 了 既 非 开 映射 也 非 闭 映射 . 

6. 证 明 ， 一 维 射影 空间 RP! 涯 91. 

7. 利用 映射 天 32 一 R, f(z1, 22,23) 一 (2 一 22 T1792, 
ZT1T3; T2273) 导出 射影 平面 RP? 到 4 的 供 入 . 

8. 由 流入 f: S7 一 11 zl Cnr) = (1 Tntly 
0) 出 发 ,利用 习题 3 构造 一 个 堪 入 帮 :RP" RP"t! 使 得 
RP*+\ F(RP®) SErn+), 

9，C = 二 于 x TIX x {1} 称 为 X 为 底 的 锥 形 ， 证明， 
COS" e Ertl. 

10. SX 二 CX/X x{0} 称 为 世上 双 角 锥 . 证 明 SS* 宇 
S™+l. 
11. 设 天 世人 一 了 为 映射 证明， 分 别 由 王 式 

Ce, 引 = (f(z),d] 


Sflz,t = [f(z),d] 
EXtelI 
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定义 的 Cf:CX 一 CSFSX -> SY 均 为 央 射 . 


$9 ”映射 的 同 伦 “空间 的 伦 型 


代数 拓扑 学 是 用 代数 方 半 研究 空间 在 同 肪 之 下 的 不 变性 
质 , 或 者 空间 的 同 胚 分 类 问题 . 在 代数 拓扑 学 中 判断 两 个 空间 
不 是 同 胚 的 方法 一 般 是 这 样 的 . 

首先 是 建立 某 种 法 则 ， 使 每 个 空间 天 对 应 一 个 群 G(X)， 
而 且 空 间 之 间 的 映射 J: 义 一 了 都 对 应 它们 相应 的 群 之 如 的 
同 态 :G(X) 一 G(Y) 满足 

(1) 恒 等 映 射 1 大 一 天 对 应 恒 等 同 态 1: G(X) 一 G(XY. 

(2) 两 个 映射 产 天 一 玉 g9 攻 一 了 的 合成 9 六 夺 全 台 对 
应 的 同 态 (gf 有 + = gx fi. 

这 样 的 话 , 车 f:X 一 了 是 同 耳 ， 即 存在 道 映射 9:Y 一 了 
使 gf 一 1x, (7g) = 1y， 因此 由 以 上 两 个 条 件 得 出 gu fs 一 
lex 六 9 = Tc 从 而 有 : G(X) 一 G(Y) 是 两 个 群 之 间 的 
同 构 . 这 就 是 说 ， G( 卫 ) 是 在 同 胚 之 下 不 变 的 ”代数 不 变量 . 
利用 代数 不 变量 ， 可 以 得 出 若 G(X) 与 CU ) 不 同 构 ， 则 六 
与 芋 不 则 是 . 

但 是 在 实践 中 ,情况 稍微 有 些 复杂 . 到 自前 为 止 ， 我 们 已 
知 的 实质 上 的 所 有 代数 不 变量 是 同 伦 等 价 之 下 不 变 的 , 而 且 空 
间 之 间 的 同 伦 等 价 是 比 同 胚 更 弱 的 . 内 此 我 们 在 是 前 一 般 的 具 
能 讨论 空间 在 启 伦 等 价 之 下 的 分 类 问题 , 而 很 难 讨论 同 有 是 分 类 
问题 ， 至 少 在 大 多 数 的 一 般 情况 下 是 这 样 . 

因此 ， 同 伦 和 空间 之 间 的 同 伦 等 价 衣 成 为 代数 拓 趟 学 的 重 _ 
要 概念 ， 下 面 我 们 精确 的 描述 这 些 概 念 . 

定 区 91 两 个 映射 fi, 用: 慷 十 称 为 同 伦 的 (或 各 间 
伦 于 及 ), 车 存在 连续 映射 F: 铸 x 了 一 使 


F(zx,0) 一 folzx), Fl[z, 1) 三 方 (x), Yr [= 


. 46 . 


这 样 的 妨 叫做 由 fo 到 及 的 同 伦 或 伦 移 , 记 为 所 达 月， 
或 而 = 方 ， 有 时 候 将 t 理解 为 时 间 (参数 ), 把 P(x,t) 写成 
为 f(z), 则 { 下 :天 一 了 jar 为 单 参 数 映射 族 ， 每 个 f 都 是 映 
射 . 但 要 注意 , 不仅 对 每 个 凡是 连续 的 ， 而 且 f(z) 同时 连 
续 地 依赖 于 两 个 变量 x 与 +. 


5 
、 一 二 > 


在 


命题 9.2 在 从 大 到 每 的 所 有 映射 组 成 的 集合 YX 中 
同 伦 的 关系 = 是 一 个 等 价 关 系 . 

证 : (1 自 反 性 ; 设 产 式 一 Y 为 映射 ， 用 F(z,) = f(x), 
任 z€ 久 来 定义 FXxI>Y. 显然 所 连续 且 /之 了 

(2) 对 称 性 : 设 f 之 ggX 收 Y, 作 FXxI 使 
F(z,t) = F(z,1-t), 则 y F(x,0) = F(x,1) ) = g(7), F(x,1) = 
F(z,0) = f(z), 因此 g 允 f 

(3) 传递 性 ， 设 了 之 了 在 号 了 ,9g 吕 大大 二 了. 定义 一 个 
新 的 肌 射 :Xx 了 一 YY， 


_ | Flzx,2t) 0<t<} 
a =| G(z,2t—1) $<t<l1 


根据 粘 接 引 理 4.5, 玉 是 映射 有 H(z,0) = f(z), H(z,1) = h(z). 
因此 了 ~~. 
根据 这 个 命题 ， 映 射 集合 YX 中 按 同 伦 关 系 分 成 若干 个 
等 价 类 ， 书 同 伦 类 . 的 同 伦 类 记 作 [#1], 六 到 YY 的 映射 同 伦 
类 的 集合 记 作 [X,Y]. 
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如 果 而 盖 访 :天 一 了 而 访 是 常 值 映 射 , 即 用 (XX) 三 2 
Y, 称 如 同 伦 于 零 或 零 伦 . 常 值 映 射 有 记 为 cyo. 

定理 9.3 设 Y 为 欧 氏 空间 Fr 的 子 空间 ，J,g:X 下 YY 
为 映射 , 若 对 每 点 zE XX,f(z) 与 9(z) 在 Y 中 可 用 线段 连接 ， 
则 了 =~9 

证 ; 作 王 :和 苇 x 了 一 了 为 Fe tt] = {1—t)f(z)+tg(2), 任 
rEX,tEIT (1—tf(r)+tg(r) 当 0<t<1 表 示 点 f(z) 
与 gfz) 连 成 的 线段 中 的 任 一 点 ， 由 设 这 些 点 在 了 中. 易 证 下 
是 映射 (习题 ) 且 F(z,0) = f(z), F(x,1) = g(z)(x € X). 因 
此 ff 之 9. 

映射 之 g: 久 省 从 直观 上 讲 就 是 对 每 点 z E 大, 点 
f(z) 可 在 Y 中 连续 的 变形 到 g(x). 上 述 定 理 中 ， 点 f(z) 经 
过 直线 段 连续 变形 到 点 8(z). 下 面 的 推论 则 是 f(z) 沿 着 球面 
Sn" 1 的 大 圆 弧 连续 变形 到 g(z)， 

推论 9.4 两 个 映射 卢 g9: 天 一 5 1 使 对 所 有 2 EX 有 
f(z) # —9(z), 则 f ~g. 

证 ， 因为 5"-! C R"\{0} 而 f(z),9(z) 在 R"\{0} 中 可 
用 线段 连接 。 因 此 由 定理 9.3,f 一 站 天 一 下"\{0}. 将 这 个 同 
伦 和 中 心 投射 :RE"\{0} 二 5" ($09) = 全 :ERA\(0 合 
成 ， 则 得 到 之 g: 外 二 Sn 1. 具体 的 同 伦 天 和 xx 了 工人 3 全 
可 定义 为 Pz,t) = 中江 辐 抽 合 T 

定义 9.5 设 4 是 臣 的 子 空间 ， 有 序 偶 ( 因 ,4) 叫做 空 
间 俑 ， 若 映射 f: 义 个 了 将 半 的 子 空间 4 映 入 Y 的 子 空间 
B, 称 了 为 空间 名 之 间 的 映射 , 记 作 f: (XX, 4) 于 (Y, 日). 

定义 9.6 ”两 个 空间 侦 之 间 的 映射 f,g: (X,A) 一 {Y, 8) 
称 为 同 伦 的 , 如 果 存 在 空间 偶 之 间 的 映射 F: (XX x 了 1， AxD2 
(YB) 使 F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(7),z EX 记 作 ff 之 
g:(X,A) = (Y, B}. 

定义 9.7 设 9g:(X,4) 一 (YB) 是 空间 侦 之 间 的 映射 
使 了 |4= gja. 了 与 9 叫做 相对 于 4 是 同 伦 的 , 如 果 存 在 空 
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间 偶 之 间 的 映 射 F: (天 x.I,A x If) 二 (Y,B) 使 F(x， 0) = 
f(X), F(z,1) = glz)( 任 x € X), 而 且 Fla,t) = al = 
9(a){ 任 a E 4,t E 1)， 这 就 是 说 伦 移 FF 在 4 上 是 “固定 ， 
的 . 记 作 了 ~ 9 rel4. 

. 空间 偶 之 间 的 两 个 映射 的 同 伦 或 相对 于 4 的 同 伦 ， 这 些 
概念 是 原 有 的 (绝对 ) 同 伦 概念 的 推广 . 容易 看 出 ， 当 A,B 为 
空 集 ， 空间 偶 之 间 的 同 伦 就 变 成 原来 的 绝对 同 伦 . 下 面 叙述 空 
间或 空间 偶 之 间 的 同 伦 等 价 概念 . 

定义 9.8 空间 考 与 和 叫做 同 伦 等 价 的 (或 有 相同 伦 
型 ), 如 果 存 在 觅 射 关于 一 及 9 并 玉 了 使 9 1TxFg 一 lyr， 
这 时 也 称 XX 司 伦 等 价 于 了 . 记 作 半 二 Y. 9 叫 乒 的 同 伦 迷 . 

类 似 的， 空间 侦 ( 关 , 4) 与 (YB} 叫做 同 伦 等 价 的 ， 如 果 
存在 空间 偶 之 间 的 映射 f:(X, A) 2 {Y, B), g: (Y, B) 一 (X, A) 
使 gf 之 1x:(X, 4) = (X, A), fg ~ 1y:(Y,B) — (Y,B). 

命题 99 车 有 之 有 XYgog:Y 2, 则 go 之 
所用 : 羡 二 2. 相应 于 空间 偶 的 结论 也 成 立 , 

和 证: 设 卫 是 fo, 有 所 之 间 的 伦 黎 ，G 是 go 人 ~ gi 之 间 的 
伦 移 . 令 抽 = goF: 久 x 了 二 2， 则 gofo 衬 go 另外 ， 令 
Ha = G(fi x 11), 即 Halz,t) = G(f1(2),0), WN gofi S gfi. 
由 同 伦 关系 的 传递 性 ， gof0 之 gi. 

定理 9.10 ”空间 之 间 (或 空间 偶 之 间 ) 的 同 伦 等 价 关系 是 
一 个 等 价 关系 . 

证 : 根据 定义 , 自 反 性 和 对 称 性 显然 成 立 . 今 证 明 传递 性 . 
设 革 之 YY 之 2, 则 存在 fFX 一 YFfY -> X,g:Y 一 
2 和.9:2 一 了 ,使 PF=1xFP=1lr,ggw=lr 且 99'=1z. 因 
此 (fg9)(g 有 ) 之 flyf = ff 之 1x . 同样 的 (gf)(9'f') 1z. 
因此 gf:X 一 2Z 是 同 伦 等 价 ， 妈 久之 7. 

定义 9.11 空间 大 的 子 空间 4 叫做 污 的 收缩 被 , 如 果 
存在 上 映射": 外 一 4 使 r(a) =a( 任 aE A). 设计 A 吃 革 为 内 
射 ( 即 ia) = qa), 上 述 条 件 实际 上 是 rt 二 14. 映射 + 称 为 收 
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缩 (映射 ). 
更 进一步 ， 如 果 还 有 同 伦 访 区 1x, 称 吾 为 形变 收缩 ,A 
为 天 的 形变 收缩 核 , 假如 吾 还 满足 


Hla,t) = a, 对 所 有 a € 4,tET 


则 称 豆 为 强 形变 收编 ,4 为 蕊 的 强 形 变 收 缩 核 . 

根据 形变 收缩 核 的 定义 ， 容 易 看 出 : 

命题 9.12 车 4 是 的 形变 收缩 被 ， 则 4 之 六 ,其 中 内 
射 计 A 一 贸 是 同 伦 等 价 ，7:X 一 4 是 i 的 同 伦 逆 . 

定义 9.13 若 空间 怀 和 独 点 空间 同 伦 等 价 , 称 不 为 可 
例 9.14 锥 形 CX( 参 见 48 习题 9) 的 顶点 是 CX 的 强 形 
变 收缩 核 ， 从 而 锥 形 CX 可 缩 . 

证 , 设 a 为 CX 的 顶点 ，i {a} CX 为 内 射 ，r:CX 全 
{a} 为 常 值 映射 显然 7i = Haj, 只 要 证 ir 之 lex, 作 g: (Xx 
了 jxI 一 了 xI 为 | 


q(T,s3,t) = (2,(1 — a)t+s),r EXO0<st<1 


则 9 为 映射 ， 从 而 9 与 商 映 射 p: 久 x I 忆 CX 的 合成 pq 也 
连续 .由 命题 8.11, 下 图 中 p x 17 是 商 上 映射 ， 


(XxDx1 了。XxT 了 Ox 


PXI fi 


CXxI 


另外 pg 满足 命题 8.3 的 条 件 ， 从 而 存在 映射 吾 使 pg = 
Hp x 17). 显然 有 H([z,s],t) = [zx,(1 — sj)t+sl,z € X,0 < 
s,t < 1. 不 难 验证 ir 芝 1ex. 


命题 9.15 映射 卢 夺 人 了 堆 伦 > 了 可 扩张 到 CX 
上 . 

。 证 : 必要 性 . 设 /六 ao: 和 -> 了, 则 天 KxT->Y 满足 
F(z,0) = f(z), F(z,1) = yol( 任 x €X). 由 命题 8.3, 存在 映射 
gCX 了 使 glz,s] = f(z,s), 尾 zeE 汪 ,s ET. 因此 9 是 了 

的 扩张 

充分 性 .车 有 可 扩张 映射 为 g: CX 一 了 了, 则 9 与 商 肌 射 
XXXI- CX 的 合成 =gop 有 f 之 cy, = glz,1l. 

推论 9.16 映射 f:S" -了 零 伦 < 人 可 扩张 到 Er?+1, 

命题 9.17 下 列 断 语 彼 此 等 价 : 

(1) 关 可 缩 . 

{2) lx 二 cx0: 关 一 芒 ， 

(3) 对 任意 空间 了 及 映射 f: Xr 零 伦 ， 

{4) 对 任意 空间 2 及 映射 9: 2 一 三 ,9 零 伦 . 

(5) 蔷 是 锥 形 CX 的 收缩 核 . 

证 : 设 * 表示 独 点 空间 ， 车 天 之 %， 存在 映射 f: og: 
* 一 大使 gj 1x， gf 显然 是 常 值 ， 因 此 (1) 二 (2). 

(2)=—>(3) 设 1x cro 则 f= folx 2 foc = cp(so): 

(3) 一 (4 由 (3), 特别 地 有 1x 完 0 故 g=1lx:9 之 0. 

(4} 一 >{5)， 由 (4 特别 地 有 1x 之 0, 由 命题 9.15, 1x 可 
扩张 到 CX 上 得 到 保 核 收缩 7r: CX 一 XX. 

(5) 一 >(1). 设 7r;:CX 一 蔗 为 保 核 收缩 ，p: XxJ 了 CX 
为 商 映射 则 rp{ 耻 x 生 )) 为 狼 点 ， 记 作 *. 令 福 * 呈 及 为 内 
射 ， 产 天 一 * 为 常 值 , 则 fi 二 11%, 而 rop 半 XI 二 症 为 1x 
到 if 的 同 伦 ， 因 此 X 之 *,XX 可 缩 . 


习 明 
1. 设 fg: 针 -》Y 为 常 值 映 射 ， 证 明之 g 当 且 仅 当 


7 与 8X) 在 了 的 同一 个 道路 连通 分 支 中 . 
2. 车 f: 革 二 5S" 为 不 满 的 映射 则 之 0. 
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3. 证 明 ， 定 理 9.3 中 五 的 连续 性 . 
4. 已 知 f,9: RP' 一 RP? 为 f[z,y] 一 [x,y, 01, gf{z, y] 三 
[z, 一 YQ}. 试 作出 了 到 g 的 同 伦 五. 
5. 设 苇 为 连结 {0,1) 和 (2,0)(n = 1,2,...) 的 线段 和 连 
结 (0,1) 和 (0,0) 的 线段 所 组 成 的 已 的 子 空间 , 证 明天 可 
缩 但 作为 空间 偶 之 则 的 映射 ， 1: (XX, (0,0)) 一 (XX, (0,0)) 不 是 
零 伦 的 ， 
6. 设 4 为 固定 空间 ， 证 明 ， 上 映射 疡 蕊 一 了 导出 一 个 对 
应 :1A,X] [4A,Y] 满足 . 
(中) 车 fg9, 则 所 = 9 
(2)1x: 久 二 六 导出 恒 等 对 应 1。 = 1: [4; 天] 二 [4; Xl]. 
(3) 车 g:Y ~ 2 为 男 一 映射 如 (gf), = gs 所. 
7. 证 明 在 下 列 情 况 下 4 是 下 的 强 形变 收缩 核 . 
(人 A= Er",X=R. 
(2) A=5",X=E"t\MO0}. | 
(3) 4= 5",X={r€R"tl|# < fl < 2). 
8. Hausdorff 空间 的 收缩 核 一 定 是 闭 集 . 
9. 证 明 ， 车 4 是 革 的 收缩 核 ，B 又 是 4 的 收缩 核 ， 则 
吕 是 美的 收缩 核 . 
10. 证 明 ;， 针 x 了 之 下, M5bius 带 ~ 51. 
11; 若 f: 针 之 Y, 则 下 的 所 有 同 伦 逆 彼此 同 伦 . 
12. 设 zo 为 9 的 给 定点 ， 证 明 下 列 断 语 披 此 等 价 : 
(1) f~0. 
(2) 了 可 扩张 到 E"+i 上 . 
(3) f ~ Orel{xo}. 
其 中 f: 5" 一 闫 为 已 知 觅 射 . 
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第 二 章 单纯 复 形 和 多 面体 


代数 拓扑 学 所 研究 的 相当 部 分 的 空间 是 欧 氏 空间 的 子 空 
间 . 由 于 欧 氏 空间 比 一 般 拓扑 空间 (其 至 是 度量 空间 ) 有 更 丰 
富 的 几何 结构 - - 仿 射 结构 ,或 者 说 线性 结构 ， 这 使 我 们 能 够 
运用 更 特殊 的 一 些 技巧 , 即 组 合 的 技巧 , 本章 就 是 用 组 合 的 方 
法 研究 欧 氏 空间 的 一 类 特殊 子 空间 - - 多 面体 , 它们 是 由 一 些 
最 基本 的 图 形 - - 单纯 形 按照 一 定 规则 组 合 而 成 的 . 


$1 单纯 形 ”单纯 复 形 和 多 面体 


n 维 单纯 形 是 三 角形 ， 四 面体 等 在 高 维 情况 下 的 推广 ， 三 
角形 可 由 三 个 顶点 展 成 ,四 面体 可 由 四 个 不 共 面 的 点 展 成 . 不 
共 线 的 三 点 ， 不 共 面 的 四 点 等 可 以 推广 成 以 下 的 几何 无 关 的 
十 1 个 点 . 

定义 1.1 欧 氏 空间 Rm 中 的 n 十 1 个 点 20, al .. ,en 时 
做 几何 无 关 的 ， 如 果 向 量 .al -- a0,a2 ~ ao0,. ,an - a0 线性 无 
关 . 另外 规定 独 点 组 a0 总 是 几何 无 关 的 . 

显然 gal,a2 几何 无 关 当 且 仅 当 oo,a1,a? 不 共 线 .同样 
的 ， ao,al,e2,a3 几何 无 关 当 且 仅 当 它们 不 共 面 . 下 面 是 几何 
无 关 的 一 个 等 价 条 件 . 

命题 1.2 Go,al,.. ,an 几何 无 关 当 且 仅 当 ?0 和 ai = 
0,3 io 和 ;二 0 北 舍 MN=A=..,= A = 0. 

证 : 当 n ==0 显然 成 立 . 今 设 n > 0. 命题 中 的 两 个 等 式 
等 价 于 


(3) Ae ~ od) + h(a oa) + + Ma -an) =0 
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Xo = 一 (十 … 十 An) 


著 o0,...,aa 几何 无 关 , 则 (1.3) 芍 含 Mo = 和 =… 一 An 二 0. 
反之 ， 关 全 是 的 充 分 性 假设 成 立 则 (1.3) 草 含 Xo = Ai = …== 
和 一 0 从 而 al 一 上 ,0 —o0 线性 无 关 ， 四 jal 07? 几 
何 无 关 . 
两 点 a?,al 展 成 以 oo,al 为 端点 的 线段 ， 记 为 (ar,a1). 作 
为 集合 ，{e0,al) = fta0 十 (1 一 bo!10 < t < 1}, 或 者 等 价 的 可 
写成 (ao0,al) = {fAoa0 十 和 al | 和 之 0, 和 二 和 1 二 1}. 三 个 不 共 
线 的 点 ea0,al,a2 展 成 三 角形 , 记 为 (9,al,@?), 同样 的 , 作为 集 
合 ，{e0, ala2) = {Xoa0 二 和 al + X02 | 入 之 0, 3.20 和 = 1}. 
因此 单纯 形 作为 三 角形 的 推广 应 定义 旭 下 . 
定义 1.4 设 名 ,Ql,...,0r 是 欧 氏 空间 R” 中 的 几何 无 
关 点 组 .集合 on = {To Ne | 和 之 0, 交 fo 和 i 二 1} 给 于 
Rm 的 子 空间 拓扑 称 为 n 维 单纯 形 , 简称 为 n 维 单 形 , 记 
为 (qd, a ,...,a"). ao,al,...,an, 称 为 此 单 形 的 项 点, 或 单 
形 由 顶点 ao0,alb ...,on 所 展 成 . 如 果 可 以 不 表明 它 的 顶点 ， 则 
可 简 记 为 on,n 叫做 单 形 cn 的 维 教 . 
显然 ，0 维 单 形 是 一 个 点 ， 一 维 单 形 (on,a ) 是 线段 ， 二 
单 形 (ao, al a2) 是 三 角形 ， 三 维 单 形 (a0,al,a2,a3) 是 四 面 


pH 


如 上 


n 维 单 形 ow 的 每 一 点 z 可 唯一 的 表示 为 z = 并 六 0 和 ia'， 
其 中 有 序 非 负数 组 (X0, 入,..., 和 An) 是 唯一 确定 的 ， 称 为 点 对 
的 重心 坐标 . 单 形 em 的 重心 6 是 一 个 特殊 点 ， 它 的 重心 
坐标 为 (二 即 Gn = aHi (a 十 al 十 …: 十 om). 


on 的 点 了 一 ro Xe 如 果 有 > 006 = 0,1,...,n), 则 
称 z 为 om 的 内 点 , 否则 称 为 on 的 边界 点 . 注意 到 0 维 音 
形 (a0) 是 一 个 点 a0, 而 它 是 内 点 . 

车 gio, git, ,air, 是 单 形 on 的 顶点 en,al,...,ea 的 子 
集 ， 则 ao, aa .ar 仍 是 几何 无 关 点 组 , 它们 所 展 成 的 单 形 
(aioaa .ezr) 叫做 cn 的 面 .on 自身 也 叫做 0, 的 面 ， 其 
他 的 叫做 真 面 . 容易 看 出 ,其 真 面 上 的 点 是 o 的 边界 点 . 例 
如 ，(a0 al a2) 的 真 面 (e0,al) 上 的 点 Moa? 十 A2a? (Xo 十 和 2 = 1) 
是 (a?,al, 2) 的 边界 点 . 

下 面 蚌 单 形 的 最 基本 的 性 质 . 

命题 1.5 {1) 单 形 o% = (ao,al, ...,a") 是 含 顶点 ao,al， 
.…07 的 最 小 凸 集 ， 它 是 Rr 的 紧 致 的 ， 闭 的 连通 子 空间 ， 

(2) n 维 单 形 mm = mm < 一 它们 有 相同 的 顶点 . 

(3) 任意 两 个 n 维 单纯 形 线性 同 胚 . 

证 : (1)ow 的 任意 两 点 了 一 并 0Xaaby 一 开 oaot 连 
接 x,y 的 线段 上 每 一 点 可 写 为 

tet+{1-ty= lA+ (1 -tuai,0<t<1 
i=0 
因为 Aijui > 0, 县 30 和 二 foui = 1, 因此 thi 填 (1 一 
tus > 0, 有 DroltAit(l—tjg] = 1, 从 而 坟 十 (1 一 i)y € on, ea 
是 凸 集 . 

设 7 是 含 anal,...,an 任 一 凸 集 ， 只 要 证 明 cn C TV. 
任意 z = fo 和 ai E on， 不 妨 设 Ao 关 0, 且 ho < 1. 因此 
z 二 A009 二 (1 一 和 0) 二 号 叶 .由 归纳 假设 ， 并 7 站 和 EV. 
再 根据 Y 是 频 集 ， 则 z E 7, 因此 on CV. 

因为 ca 所 有 内 点 的 集合 on( 叫 on 的 内 部 ) 的 闭 包 等 于 
on 自身 ， 因 此 cn 是 Rm 的 闭 子 集 . 显然 cn 是 有 界 闭 集 ， 故 
on 紧 致 ， 巾 于 凸 集 是 道路 连通 的 ， 因 此 o 连通 . 

(2) 因为 ca,mn 是 含 其 顶点 最 小 凸 集 ， 结 论 易 得 . 
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(3) 作 产 cn 一 7m 为 f(20i-o Aia') = 0 和 bi:， 再 作 
fm 为) =i, 则 了 1 是 互 逆 的 映 
射 ， 故 了 是 同 胚 且 是 线性 的 . 

下 面 我 们 讨论 若干 个 单 形 是 怎样 组 合 在 一 起 构成 某 些 更 
复杂 的 空间 . 

定义 1.6 单纯 复 形 扩 是 有 限 个 Rm 中 单 形 的 集合 ， 满 
足 

(1) 车 on EK, 则 ow 的 任 一 个 面 € K. 

(2) 车 on,7 EK, 则 on nT 或 是 空 集 或 是 公共 面 . 

KK 中 单 形 的 最 大 维 数 叫 做 复 形 K 的 维 数 , 记 作 dimK. KK 
中 每 个 0 维 单 形 叫做 KK 的 顶点 . 条 件 (1) 是 为 了 以 后 建立 拓 
扑 不 变量 一 同调 群 的 需要 而 采用 的 条件 (2) 称 为 单 形 之 间 
“规则 相处 ”, 是 将 若干 个 单 形 组 合 在 一 起 所 必需 的 一 个 条 件 . 


ae A 


规则 相处 . 不 规则 相处 


例 1.7 EK = {(adalo?), (ada!), (ala2j,faoa2), fa2a3)， 
(aoj, (elj, (a?), (a3)} 是 单纯 复 形 ， dimK = 2,a0,ale2,a3 为 
五 的 顶点 ， 图 形 如 下 图 . 


a 


上 
a' a 


复 形 K 的 子 集 工 车 满 足 条 件 (1), 则 称 工 为 K 的 子 复 
形 , 注意 到 工 自然 满足 条 件 (2), 从 而 本身 也 是 单纯 复 形 . 
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单纯 偶 (KK, 工 ) 由 复 形 KK 和 它 的 子 复 形 二 所 组 成 . 

定义 1.8 复 形 KK 的 所 有 单 形 的 并 集 | KK |= Uoeko 给 予 
吾 "” 的 子 空间 拓扑 称 为 (K 的 ) 多 面体 .KK 的 子 复 形 工 的 多 
面体 | 工 | 叫做 多 面体 | | 的 子 多 面体 . 

例 1.9 nn 维 单 形 on 的 所 有 面 组 成 的 复 形 叫做 单 形 ow 的 
” 闭 包 复 形 , 记 作 下 (on). on 的 所 有 真 面 组 成 的 复 形 叫做 mr 的 
边界 复 形 , 记 作 6%. 显然 cn 是 天 (on) 的 子 复 形 ， 天 (on 比 
on 只 多 出 一 个 单 形 ow, 另外 多 面体 | 六 (ca) |= on, | 5% | 是 单 
形 mm 所 有 边界 点 集合 . 

一 些 有 关 复 形 和 多 面体 的 基本 的 但 是 重要 的 性 质 将 集中 
狼 述 在 以 下 命题 . 

命题 1.10 {1) 复 形 天 的 多 面体 | KK | 是 R" 的 紧 闭 子 
空间 . 

(2) | 下 | 的 每 点 z 在 所 的 唯一 的 一 个 单 形 内 部 . 

(3) 单纯 复 形 的 条 件 (2) 可 以 改 为 如 下 条 件 (2): 任意 
ny Ty E 扩 有 onNT=#. 

(4) 子 多 面体 | 上 | 在 | 下 | 中 闲 . 

(5) 若 L,M 为 KK 的 子 复 形 , 则 LN MM,LUM 也 是 长 的 
子 复 形 ， 

证 ; (1) | K | 是 有 限 个 单 形 的 并 集 ， 而 每 个 单 形 是 紧 的 ， 
因此 | KK | 也 是 Rm 的 紧 子 空间 ， 

(2) 若 Yz el| KK|= Uoexo, 则 ww Eo,o 为 某 个 到 中 单 形 ， 
设 c = (a0,al,,.. ,an)， 则 5 = fo 和 ai 设 No Ai 入 
是 和 0, 和). ,An 中 所 有 大 于 0 的 ( 即 其 它 的 和 = 0), 则 z 是 
了 = (aio,ai,,..,azr) 的 内 点 ， 即 > ET7， 而 7 eK 

如 果 z 是 01,02 的 内 点 , 设 避 = (a0,@l,,..,a"), 则 z= 
70 和 a 其 中 每 个 和 > 0. 由 zz 是 Cl 和 和， 902 的 内 点 ， 则 
公共 面 ck m ca 与 ci 的 内 部 有 交点 ， 从 而 cy mos 也 共有 项 
点 a0,al,. .or， 即 和 Ol 有 相同 顶点 . 故 ol 二 1 个 02. 同 理 
0 三 Ginoc2, 因此 gi = 0o2, 证 明了 唯一 性 . 
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(3) 只 要 证 明 条 件 {1),(2) 可 导出 复 形 的 条 件 (1)(2). 

设 or 天 有 公共 顶点 ab,a ;0", 我 们 证 明 wmnr = 
(ao,al ,or), 即 公 共 面 ， ( 若 没有 公共 顶点 ， 证 明 中 也 自然 
导出 cmr 二 办 , 从 而 条 件 {2) 成 立 ， 

设 o = (ael,.. ,or btl,...,b), 7 = (ad,al,...,a", 
ct+1,..., et}, 则 (a ;001.907) CoNm7, 反之 , 任 zEemr， 
则 2 = 20ico A 和 Mig 十 > Mbi = Fou + Di yuic, 
其 中 入 全 > 0, 而 且 可 Lo 和 = 避 oui = 1 若 有 某 个 
i(r 十 1 和 i s) 使 >0, 则 = 在 不 同 单 形 内 部 ， 与 条 件 (2) 
矛盾 ， 因 此 Mn = 二-… 二 入 = 二 0, 同 理 wrri 一 … 一 Wi 二 0, 
即 x efaoal oN TC (G0) 

(4) 和 加 是 容易 证 明 的 . 

著 工 是 复 形 五 的 子 复 形 ,一般 的 K\L 不 一 定 是 子 复 形 ， 
但 我 们 有  “. 

命题 1.11 设 工 为 复 形 KK 的 子 复 形 ， 刚 存在 KK 的 子 复 
形 M 使 [MI=TRTVIZEL 

证 ; 令 M = {o 及 其 所 有 面 |lo€ KK\L}, 则 MM CK 且 满 
足 复 形 的 条 件 (1), 故 MM 为 KK 的 子 自 形 . 

任 z EKK|\| 工 |, 则 zz €o, 某 个 KK\L 中 单 形 go, 因此 
有 zelMil, 从 而 KEKI\ILICIMIIEI-ILIiCIM|=| 
M |. 反之 , 任 z E| M |,z Eo 的 某 个 面 , 其 中 og 是 K\L 的 单 
形 . 因为 是 5 的 闭 包 ， 因 此 z 的 任 一 邻 域 与 9 相交 ， 即 与 
[天 | 五 | 相交 ,因此 z El1K|I\|ILI|IMIC|IE|I\ILI. 

| KK | 的 拓扑 是 Rm 的 子 空间 拓扑 ,下面 的 命题 将 说 明 这 
个 拓扑 和 | 天 :的 下 述 拓 扑 是 一 致 的 ， | 下 | 看 作 它 的 若干 个 
单 形 将 其 交接 点 粘 合 在 一 起 所 成 的 商 空 间 . 

命题 -1.12 天 C| KK | 是 闭 子 集 > 对 五 的 每 个 单 形 
og,X Mo 是 o 的 闭 子 集 . 

证 : 必要 性 是 显然 的 . 反之 , 设 羡 mo 在 og 中 闭 . 因为 每 
个 单 形 o 在 Rm 中 闭 ， 因 此 og 在 |K| 中 闭 . 由 起 得 出 Xo 


在 |KK| 中 闲 , 因此 X=UcekXNno 在 |KK| 中 闭 , 因为 |K | 
是 有 限 个 单 形 o 的 并 集 . 

根据 定义 , 多 面体 | KK | 是 由 单 形 组 合 而 成 的 , 因此 是 “ 平 
直 ” 的 ， 但 是 有 许多 空间 是 “ 杰 曲 ”的 ,幸运 的 是 ， 在 拓扑 学 
中 同 胚 的 两 个 空间 是 不 加 区 别 的 ， 因 此 我 们 将 原来 是 “ 平 直 ? 
的 多 面体 推广 到 如 下 “弯曲 ”的 多 面体 ， 或 者 叫 可 前 分 空间 . 
这 样 ， 它 就 可 以 包括 更 多 的 空间 . 

定义 1.13 (KK, 有 叫做 拓扑 空间 天 的 三 角 剖 分 , 如 果 
五 是 单纯 复 形 而 f:| KK | 忆 闫 是 同 胚 ， 这 时 ， 三 叫做 可 剂 
分 空间 或 弯曲 多 面体 . 注意 到 对 可 前 分 空间 XX,( 三 角 ) 章 分 
(KK, 有 1 不 是 唯一 的 . 一 般 的 ， 我 们 取 七 的 比较 “规则 整齐 ”的 
前 分 . 

例 1.14 下面 是 射影 平面 和 环 面 的 剖 分 ， 我 们 用 图 形 将 
贸 衬 | KK | 的 复 形 下 表示 出 来 ， 


< 


10 个 ”2 一 单 形 
1$ 个 ”1 一 单 形 
6 个 0 一 单 形 


例 1.15 下 面 是 z 维 加 和 阁 Br 和 mn 一 1 维 球面 S"-1 常用 
的 两 种 前 分 : 

(1) 因为 把 衬 on =| (cn) | 其 中 复 形 K (ow) 是 n 维 单 
形 on 的 闭 包 复 形 ， 因 此 (K(on), 了 ) 是 B" 的 前 分 .同样 地 ， 
3S" ! 的 前 分 是 单 形 on 的 边界 复 形 6 
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(2) 在 第 一 章 已 提 到 ， E" 和 5"! 是 欧 氏 空间 Rr? 的 如 
王子 空间 ， BE" = {1,...,2n) € R" | Sr zx <1},5"1= 
{((z1, 机 ;Tn) | 2 -1 2 一 1}. 令 


Er = {{(21, T2,..., Tn) E€ R" | >》, | Ti 攻 1} 
| i=l1 


5S" = {p122,..., 2n) E R"| DY |zil=1} 
4 一 工 


以 原点 为 中 心 作 中 心 投射 f: ”二 Sm-1 为 f(z1)... ,zn) = 
BE) 9: SB ,ge yn) = Se (Yt 
-5 则 fg 为 映射 且 fg = 1sn-1,9f = lan-1 因此 
天 于 s Sr-1. 同样 地 ， 作 中 心 投射 一 Er? 为 (0) = 
0, Pei am 一 生计 (zzn)( 对 于 非 原点 (zl 2zn))， 
则 包 是 同 胚 . 

设 el = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...;0),...,0" = (0,0, 
.1) 为 Rr 的 标准 正 交 基 ， 令 


L= {(e1e!, ese’, .… ene") 及 其 所 有 面 | e; = 土 1} 


到 = {(0, ee', eze2,,,.,ene") 及 其 所 有 面 | 6i = 土 1} 


6E2 $? 


则 容易 验证 ，| 工 |= 5 ,|K|= Er 且 KK 是 复 形 ， 工 
是 K 的 子 复 形 , 因此 是 本 或 Er 的 出 分 二 是 可 或 
S"*-1 的 剖 分 . 
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纪 "的 上 述 章 分 了 有 2" 个 到 一 1 维 单 形 . 当 n = 3, Sn-1 
就 是 2 维 球 面 52, 工 有 8 个 2 维 单 形 ， 这 是 因为 到 是 如 图 的 
八 面 形 ， 因 此 这 种 前 分 称 为 球 3"! 的 “ 八 面 形 训 分 ”. 

如 果 知 合 球 面 5" ! 的 每 对 对 径 点 ， 就 得 到 n 一 1 维 射影 
空间 RP”. 由 Sm-! 的 “ 八 面 形 * 前 分 的 对 称 性 质 ， 在 $2 
说 明 “重心 重 分 ” 之 后 ， 工 的 重心 重 分 将 对 径 单 形 倒 合 后 就 给 
出 RP"-! 的 一 个 前 分 . 

现在 我 们 抛弃 Rm 中 单 形 的 几何 内 容 ， 将 几何 单 形 抽象 
成 抽象 单 形 ， 将 原来 的 几何 复 形 抽象 成 抽象 复 形 . 

定义 1.16 抽象 复 形 KK 是 有 限 个 称 之 为 ”抽象 顶点 的 元 
素 o ,aq .….，enm 的 集合 ， 连 同 其 成 员 称 为 抽象 单 形 的 子 集 
(a%,an,...,a*) 所 组 成 的 族 ， 使 满足 每 个 抽象 单 形 的 每 一 子 
集 仍 是 抽象 单 形 . 

显而易见 ， 由 于 去 掉 了 单 形 的 几何 内 容 ， 因 此 上 述 抽象 复 
形 的 定义 中 不 再 需要 单 形 之 间 “规则 相处 ”的 条 件 (2), 而 只 保 
留 了 条 件 (1). 

如 果 几 何 复 形 K 和 抽象 复 形 大 的 顶点 之 间 有 一 一 对 应 
f:K 一 大 使 得 (ai,ain,...,air) 是 KK 的 单 形 < 让 (f(a’°), 
f(an),.., f(a*)) 是 的 抽象 单 形 , 称 KK 是 大 的 几何 实现 . 

定理 1.17 mn 维 抽象 复 形 大 都 可 在 欧 氏 空 闻 R2"+1 中 实 
现 ， . 
证 : 设 太 有 m+1 个 抽象 顶点 ao,al,...,am. 我 们 首先 用 
归纳 法 证 明 ， 在 R2"+1 中 可 找到 m 十 1 个 点 40, A1,..., A”™， 
使 它们 中 任意 < 2n 十 2 个 是 几何 无 关 的 。 久 纳 假设 在 R2*+1 
中 已 找到 点 组 40, 41,. .4 使 它们 之 中 任意 g < 2n 十 2 个 点 
是 几何 无 关 的 ,特别 的 ， 其 中 任意 g 一 1 个 点 决定 一 个 Ra2nti 
中 的 (q 一 2) 维 线性 子 空间 .因为 从 这 些 任意 g 一 1 个 点 所 得 
出 的 线性 子 空间 是 有 限 个 ,它们 的 维 数 至 多 是 2n 维 ， 因 此 我 
们 能 在 这 些 线性 子 空间 之 外 ， 在 R2*+1 中 取得 第 大 十 2 个 点 
AKt1. 容易 看 出 ， 如 此 得 出 的 此 十 2 个 点 40, A1,... ,A*+1, 它 
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的 之 中 任意 9 和 2n 十 2 个 点 是 几何 无 关 的 ， 完 成 了 归纳 法 . 

令 a” 对 应 于 A7(0 < 7 < m), 对 大 中 每 个 抽象 单 形 
(aro,a .arx) 都 作出 Rr+t1 的 几何 单 形 (A"°, A ,..., A"*). 
这 样 就 得 到 车 于 个 几何 单 形 的 集合 KK, 及 显然 满足 复 形 的 条 
件 (1). 设 or E KK 有? 个 公共 点 ， 则 op 和 一 共有 
Pp 十 4 一 ?十 2 < 2n 十 2 个 不 相同 的 顶点 .根据 以 上 事实 ， 这 
p 十 9 一 7 十 2 个 顶点 是 几何 无 关 的 ， 可 展 成 一 个 单 形 中 . 显然 
gp;Tg 都 是 a! 的 面 从 而 comm 或 是 空 集 或 是 公共 面 . 因此 K 
是 单纯 复 形 而 且 是 大 的 几何 实现 . 

一 般 的 ，m 维 抽象 复 形 K 不 一 定 能 在 R2" 中 实现 . 一 维 
抽象 复 形 上 5 就 是 图 论 中 的 图 , 它 能 否 在 平面 上 实现 是 有 条 件 
的 ， 图 论 中 称 为 可 平面 化 条 件 ,是 图 论 所 研究 的 一 部 分 重要 内 
容 . 在 实际 工作 中 , 无 线 电 线路 能 否 制 成 印刷 电路 板 就 是 一 维 
抽象 复 形 可 否 平面 化 的 问题 ， 

， 定 理 .1.18 设 几何 复 形 ,下 3? 是 同一 个 抽象 复 形 大 的 
儿 何 实现 ， 则 存在 同 胚 f:| 天 ;| 一 | Kz | 将 单 形 映 射 成 同 维 数 
的 单 形 . 

证 : 因为 Ki, Kz 是 大 的 几何 实现 , 则 存在 KK1, Kz 的 顶点 
之 间 的 一 一 对 应 户 : Ki 一 Kz. 将 所 顶点 记 为 a0;al, em， 
而 Kz 的 顶点 记 为 本 ,本 ,bm, 从 而 瑚 (ay) = 其. 对 | 二 | 的 
每 个 单 形 o = {a*,ai,...,07), 令 fo:o 二 | Kz | 为 fo (57-0 
和 ja5) = 可 Yo 和 为 江 ， 容 易 说 明 在 单 形 的 交接 处 o mr 上 ， 
万 = 所, 由 粘 结 引 理 ， 可 作出 映射 f:| Ki | 一 | K2 | 且 了 是 既 
单 又 满 的 映射 因为 | Ki | 紧 ， 则 f 是 同 胚 ， 

利用 抽象 复 形 , 可 以 较 好 的 了 解 两 个 复 形 药 联 合 的 概念 . 

定义 1.19 ” 设 抽象 复 形 大 和 /分别 具有 顶点 a9,al,.…. 和 
多, 中 ,.…., 几何 复 形 ,工分 别 是 大 ,ZL 的 几何 实现 . 联合 KK*L 
定义 为 具有 抽象 顶点 9,al,. ,如 , 妇 ,.….. 的 抽象 复 形 , 它 的 抽 
象 单 形 是 那些 子 集 (a?,aD,...,b7,1,...) 使 得 (ai aa ..) 
是 大 的 抽象 单 形 ， (bi?,!1,,.,) 是 荆 的 抽象 单 形 (特殊 情况 
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下， (aio,oa,...) 和 {bi0,B1,.,.,) 也 被 允许 为 化 * 5 的 抽象 单 
形 ). 然后 ， 无 * 忆 的 任 一 几何 实现 称 为 几何 复 形 天 与 互 的 
联合 , 记 为 KK * 上 . 

容易 看 出 ， 联 合 这 种 构造 在 (K * 上 ) * 2M = KK*(L*M) 

“的 意义 下 是 可 结合 的 , 因此 对 两 个 以 上 复 形 的 联合 可 以 直接 写 

成 KK*Lx MM. 

例 1.20 例 1.15(2) 中 , 球面 5"! 的 “ 八 面 形 ” 前 分 可 看 
成 是 LI * 工 2+ …# 了 an 其 中 L; 是 两 个 0 维 单 形 e 和 -er 所 
组 成 的 单纯 复 形 . 

如 果 长 是 R” 中 复 形 ， 工 是 R" 中 复 形 ， 一 般 的 下 * 开 
可 以 在 Rn+l 中 实现 ， 构 作 方 法 如 下 . 

令 Rr?trtl = Rm x Rr x Ri, 它 的 点 记 为 (z,y, 2), 其 
中 2 € Rr,y € R",z 6 R!, 就 是 说 x 有 和 个 实数 坐标 ， 
y 有 个 实数 坐标 ， z 是 一 个 实数 Rm C Rmtntl 作为 
(Bm,0;0),R?* C Rmtn+tl 作为 (0, R",1). 车 (aio ,aa ,.. .am)， 
(688,...,bi) 分 别 是 天, 工 的 单 形 , 则 Rmt*+! 中 的 点 组 (aa,0， 
有 (00), (0, B70,1),.…., (0,b,1) 是 几何 无 关 的 ， 它 们 
在 R"T*t1 中 可 展 成 一 个 几何 单 形 o = (aio, ai,...,ar, bo, 

,0). 令 天 + 二 是 所 有 这 些 单 形 e 的 集合 ， 则 它 是 玉 与 工 
的 联合 . 

车工 是 上 述 单 形 (io 的 内 点 ， 容 
易 看 出 x 有 形式 ((1 一 入 y, Xz, 入 ), 其 中 yy 是 {eio, az .azyC 
R"™m 的 内 点 ，z 是 (bzo,.. ,8 C Rr" 的 内 点 , 而 0< 入 <1. 因 
此 |K*L|= {((1 -Az, M,N Ee Rrtrtlly E |KI,z el|Ll,0 < 
A<1}. 

如 果 f:| KK | 全 | M 9 三 | 一 | N | 是 多 面体 之 间 的 映 
射 , 定义 f*g:| KK* 工 | M*N | 为 (f*g)((1 一 和 )y,Xz,A) = 
((1— Nf(Y), Ag{z), 入 )， 容易 证 明 f*9 是 映射 . 
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习 


1, g 维 单 形 (9,a1,...,a4) 一 共有 多 少 面 ? 

2 设 站 是 同一 单 形 o 的 点 (i = 0,1,2,.、….,7), 证 明 ， 
b= 二 守 owb (wi; 之 0， wi 二 1) 也 是 o 的 点 . 

3， 设 世 是 单 形 o 的 点 (i = 0,1,...,7), 证 明 : 车 六 = 
于 oa vi > 0, 半 ti 二 1 是 o 的 一 个 顶点 oo, 则 每 点 矿 也 
是 a0. . 
4 设 入 是 闭 包 复 形 KK{oy) 的 子 复 形 ，WW Ee| N|1(i= 
0,1 7), 试 证 ， 5 二 wibi,ui > 0,u; 二 1 是 |NN | 的 点 
当 且 仅 当 六 是 NN 的 同一 个 单 形 的 点 . 

5.… 试 作出 Klein 手 的 一 个 章 分 . 

6. 试 说 明 例 1.14 的 射影 平面 减 去 中 心 三 角形 是 一 个 Mi- 
bius 带 . 

7. 设 复 形 KK 是 堵 包 复 形 K(os) 的 所 有 维 数 < 2 的 单 形 
所 组 成 的 子 复 形 ， 试 说 明 KK 是 由 两 个 射影 平面 (参看 例 1.14) 
拼 成 的 ， 

8. 试 举例 说 明 : 两 个 复 形 的 交 的 多 面体 不 一 定 是 原来 的 
两 个 多 面体 的 交 . 

9. 设 M 同时 是 复 形 K, 工 的 子 复 形 , 使 得 | K | 门 1 五 |=| 
MM |, 证 明 KUL 也 是 复 形 且 | KULI=}K]U|LI. 

10. 设 大 是 具有 顶点 ae0,ala2,aa,at 的 一 维 抽象 复 形 ， 
使 每 一 对 顶点 都 是 1 维 抽象 单 形 ， 证 明 : 大 在 如 中 不 可 实 
现 . (提示 : 不 然 的 话 ， 先 考虑 四 个 顶点 a0,ala2,a3. 证 明 它 
们 中 的 每 三 个 展 成 2- 单 形 ， 使 第 四 个 顶点 在 其 内 部 ， 再 证 明 
第 5 个 顶点 不 可 能 在 这 个 三 角形 的 外 部 或 内 部 . ) 

11, 设 了 为 独 点 集 ， 30 = {一 1,+1} 为 两 点 集 ， 证 明 ， 
1PxK| 宕 C|K|,| S0* 开 全 3 天 | 其 中 于 为 单纯 复 形 ， 
CX 为 帮 上 锥 形 ， 3X 为 双 角 锥 ， 其 定义 见 第 一 章 8$8 习题 
9， 
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所 多 面体 的 连通 性 


如 第 一 章 中 定义 拓扑 空间 的 连通 性 和 连通 分 支 一 样 , 我 们 
可 以 定义 复 形 天 的 连通 性 等 概念 . 

定义 2.1 称 复 形 天 是 连通 的 ,如果 它 不 是 两 个 非 空 的 ， 
不 相交 的 子 复 形 的 并 集 . 若 复 形 天 的 子 复 形 工 是 连通 的 ， 并 
且 它 不 是 老 的 另 一 个 连通 子 复 形 的 真子 复 形 ， 称 工 为 的 
一 个 连通 分 支 ， 

命题 2.2 (1) 复 形 KK 连通 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 到 的 
任意 两 个 顶点 a 与 b, 存在 天 的 一 序列 顶点 


a=ad,al,...,a" la =b 


使 (ai ai+1 都 是 攻 的 一 维 单 形 ，ij = 0,1,...,n 一 1. 

{2) 任意 一 个 复 形 KK 可 分 解 成 (有限) 个 连通 分 支 Ki,Ks， 
.…,K;, 并 且 KK 是 这 些 不 交 分 支 的 并 集 . 

证 (1) 必要 性 . 我 们 将 满足 上 述 性 质 的 KK 的 顶点 a,5 
称 作 &,8 可 联结 ， 记 为 a ~ b. 显然 这 是 KK 的 顶点 集 上 的 一 
个 等 价 关 系 . 如 果 下 的 顶点 a,8 不 可 联结 ， 则 KK 的 零 维 架 
K?( 即 K 的 顶点 集合 ) 分 成 至 少 两 个 等 价 类 K9,..., K?, 并 
且 使 w,5 属于 同一 个 K? 当 且 仅 当 a,b 可 联结 .对 每 个 单 形 
9 E€ K,og 的 顶点 必定 同属 于 某 一 个 EK?. 令 Ki={oEK|o 
的 顶点 都 属于 K9}, 则 Ki1,.,.,, Kr 是 不 相交 的 非 空子 复 形 使 
五 一 攻 1U 下 2U..USr, 即 KK 不 连通 ， 与 假设 矛盾 

充分 性 . 反 设 五 不 连通 ， 则 K 是 不 相交 的 非 空子 复 形 
Ki1,K2 的 并 集 - 取 顶 点 a € 玫 15E 天 2; 由 设 存在 一 序列 大 的 
顶点 ea = ao ol. .ao02 一 二 使 (ai aitl) 为 KK 的 一 维 单 
形 ，i 二 0,4...n 一 1. 令 oo,al,...,ar 和 所 有 的 一 维 单 形 
(ai,ait1) 所 组 成 的 复 形 为 五 因此 工 = NLUKznL, 而 
KiNL 和 KznL 是 不 相交 的 非 空子 复 形 . 由 于 &= an E Ki， 
傻 设 oa E Kn 则 (an,an) € 天 并 如 此 类 推荐 有 一 个 oi 
使 ofe Km 而 aitle Hanm 工 这 时 若 {aiattl € Km， 
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则 at+l 6 KNLNK2NL, 导出 矛盾 . 车 (ai aitiy E 天 2 门 工 ， 
则 oa € Ra mm 站 天 2 元 也 导出 矛盾 . 

(2) 其 证 明 已 含 在 (1) 的 必要 性 证 明之 中 . 证 毕 . 

推论 2.3 多 面体 | | 的 连通 分 支 抢 是 | Ki | .| Kr 1， 
其 中 到,.….. ,Kr 是 复 形 KK 的 连通 分 支 . 

定理 2.4 多 面体 | 下 | 连通 当 且 仅 当 1 K | 道路 连通 . 

证 : 设 | | 连通 且 z 与 yy 为 | 长 | 中 任意 的 点 因此 
EoYET 而 0,7, 为 复 形 K 的 某 两 个 单 形 ， 设 a, 5 分别 是 
单 形 or 的 顶点 ， 则 z 与 e 同 在 单 形 og 中 ，z 与 a 有 道路 
亿 了 一 | K | 连接 , 其 中 w(t) = ta+(1 一 zx,0 之 t 达 1, 同样 的 ， 
b 与 y 有 道路 v: 了 一 | K | 连接 .由 命题 2.2, 存在 KK 的 一 序列 
顶点 4 = a0,al. .oneor 二 bb 使 (ai,ait1) 都 是 KK 的 一 维 
单 形 , i = 0,1,...,n 一 1. 从 直观 看 出 ,a 与 5 在 | KK | 中 可 由 折 
线段 (ao, a1),..., (alan) 连接 ， 即 有 一 个 道路 w: 了 一 | KK | 
连接 4 与 如 这 里 ww 可 定义 为 w(t = (nt 一 jaitl+ (1 一 nt 二 i)ai 
当 E<t<ii=0,1,...,n—1, 


最 后 可 以 得 出 ，z 与 y 有 道路 hi 了 | KK | 连接 ， 这 个 道路 大 
是 经 过 ww,v 连接 起 来 的 道路 ， 其 定义 为 


因此 | 下 | 道路 连通 ， 证 毕 . 
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83 ”重心 重 分 和 单纯 允 近 


复 形 KK 是 多 面体 1K | 的 单纯 前 分 ， 或 通俗 的 说 ， 下 是 
由 剖 分 多 面体 | K | 成 为 若干 个 小 块 而 得 到 ， 因而 的 重 
分 5 是 由 重新 前 分 | K | 成 为 若干 个 更 小 的 小 块 而 得 到 . 


Kk [是 K 的 重 分 


定义 3.1 复 形 工 叫做 复 形 到 的 重 分 ,如 若 | 上 |=| | 
而 且 工 的 每 个 单 形 都 包含 在 KK 的 菜 个 单 形 中 ， 可 见 ， 重 分 
具有 重新 剖 分 之 意 . 


4 


a Pas a 


下 面 我 们 讨论 最 简便 ， 也 是 最 整齐 的 一 种 重 分 - 重心 重 
分 , 先 用 直观 例子 说 明 . 取 最 简单 的 一 种 复 形 KK = KK(o),o = 
(eola2). 人 SW = #0lta?), b= #3(a° t+a?), 62 = 3(ao 上 al) 
分 别 为 单 形 (at a2)， (a9, a2), (a,a1) 的 重心 ， < Mo 
q2) 为 o 的 重心 . 增加 这 些 重心 作为 顶点 组 成 如 图 所 示 的 复 形 
天 叫做 KK 的 重心 重 分 . 重心 重 分 需要 用 归纳 法 定义 . 

定义 3.2 复 形 K 的 重心 重 分 K' 归纳 定义 如 下 ， 设 Kr 
为 上 的? 维 架 ， 这 是 KK 的 子 复 形 .定义 (K0)' = Ko0. 假设 
(K") 已 定义 使 往 足 ， 
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(a) (K") 是 单纯 复 形 使 得 | (KT) =| K” | 

(bj (天 7) 每 个 单 形 包含 在 K” 的 某 个 单 形 中 . 

(c) 若 N 是 K7 的 子 复 形 , 则 存在 (K") 的 子 复 形 N', 使 
IN|=|N’'| | 

今 定义 【天 "ft = (Kr) U1{67jU {65}, 其 中 表示 o 的 
重心 ， 取 并 集 时 o 取 遍 KK 的 + 十 1 维 单 形 ，r 权 遍 (5)'. 根 
据 归纳 假设 (c) ,(6) 是 (Kr 的 子 复 形 ， 已 经 存在 . 

命题 33 ”上述 定义 的 (Er+1y 仍 满足 条 件 (a) 一 {c), 因此 
根据 归纳 法 ， 我 们 可 一 直 作 到 (K") = 天 其 中 n 是 KK 的 维 
数 从 而 K" = K. 

证 : (a) (Kr"+t1y 的 任 一 单 形 w, 若 me (K"), 则 的 面 
仍 属于 (K*) C (KT+Iy. 若 六 = 67, 则 7 的 面 可 能 是 0 维 单 
形 癌 或 单 形 6 人 < 7T). 由 (Kr) 定义， 的 面 E (Kr+1y. 

(天 "+ 的 任 两 个 单 形 与 9 是 否 “ 规 则 相处 ”, 分 三 种 情形 
讨论 . 首先 ，E € (K") 而 =67, 则 EMmm 二 tr 因为 a ¢ 区 7". 
由 归纳 假设 ， 这 将 是 空 集 或 公共 面 . 其 次 ，€ = 57,n = Di 
则 n=5(T 站 放 ). 而 显然 Tp 是 空 集 或 公共 面 ， 最 后 一 个 
情况 是 上 《 = 67,7 = Pho 关 V. 这 时 Emn 二 TN p, 显然 也 是 
“规则 相处 ”. 


另外 ， 
| (| = EC)7|u6r,o 取 遍 开 的 r 十 1 维 单 形 ,r 取 通 (5) 
= |K" | Uo， I 取 遍 乒 的 > 十 1 维 单 形 
二 [K+ | 


(b) (天 “+ 的 任 一 单 形 5, 着 mE (K?}, 则 由 归纳 假设 
(b), 结论 成 立 ， 若 二 57, 则 显然 FC o. 

(c) 因为 入 是 "+t! 的 子 复 形 ， 则 NN Kr 是 K" 的 子 复 
形 . 由 与 纳 假设 , 存在 (K") 的 子 复 形 已 , 使 | RnKr |=| P|. 
令 N'= PU{67}U{5}, 其 中 o 取 遍 和 NN 的 7 十 1 维 单 形 ， 
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7 取 遍 (5) 的 单 形 ， 容 易 证 明 | N' |=| P' | Ur 一 NUK?"| 
Uo =| NNK'+t |=| NN |. 

下 面 我 们 指出 ， 重 心 重 分 K' 的 单 形 的 顶点 ， 都 是 下 中 
某 个 单 形 e 的 重心 六 

定理 3.4 复 形 K 的 重心 重 分 K' 的 每 个 单 形 形 如 (Gm, 
Gm-1 00), 其 中 oi EK 且 go0<… < om_1 < om 是 真 面 
序列 ， 反 之 ， 每 个 这 种 形式 的 单 形 属于 K'. 

证 :必要 性 用 妇 纳 法 证 明 . 设 结论 对 (K"》 已 成 立 . (天 "+1j 
的 每 一 个 单 形 w, 车 9 E (KT》 则 结论 由 归纳 假设 得 出 . 车 
人 二 Gm7T 则 了 E (Gm)', 这 是 (KT) 的 子 复 形 ， 从 而 由 归纳 
假设 有 7 = (6m-1 ,6o) 使 :oo < -… < om 1 为 真 面 序 
列 . 因为 r C| 6m |, 又 TC om 1, 因此 om_1 < om 从 而 有 
媳 二 (0m5m-D .60) 而 co < … < com-l< on 为 真 面 序 
列 . 

反 过 来 的 结论 可 由 K' 的 定义 直接 得 出 . 

下 面 指出 重心 重 分 可 继续 作 下 去 ， 定 义 K 的 二 次 重心 重 
分 K" =(K') 而 的 n 次 重心 重 分 Km 二 (Klr-Dy. 

下 面 讨论 单纯 映射 和 多 曾 体 之 间 映 射 的 单纯 通 近 问题 . 
这 是 研究 多 面体 性 质 时 的 重要 工具 . 

定义 3.5 已 给 复 形 天 和 工 ,对 应 f:| 天 -| 工 | 称 为 单 
纯 映 射 , 如 果 了 满足 

(a) 对 K 的 每 一 顶点 a, f(a) 是 工 的 顶点 . 

(b) 车 (an al ...,an) 是 下 的 单 形 ， 则 Fao), F(a!),...， 
fei 可 能 有 重复 ) 展 成 工 的 一 个 单 形 . 

(c) 车 z= ?0 和 ia! 是 芭 的 单 形 (ao,al,...,an) 中 的 一 
个 点 ， 则 f(z) = 于 fo 和 f(a'), 换 句 话说 ， f 在 每 个 单 形 上 是 
“线性 ”的 . 

下 面 将 证 明 单纯 映射 是 连续 葛 , 故 称 为 映射 . 从 定义 看 出 了 
将 下 的 单 形 (ao, al .an) 觅 成 工 的 单 形 (f(a9), f(aY),...， 
f(a")). 但 后 者 诸 顶 点 中 可 能 有 重复 ， 称 为 退化 单 形 . 若 诸 顶 


.69. 


点 都 互 不 重复 ， 则 称 为 非 退 化 单 形 . 

命题 3.6 单纯 映射 f:| KK 二 | 工 | 是 连续 的 . 

证 ; 设 素 为 | 工 1 的 闭 子 集 ， 因为 f 在 单 形 o 上 是 “ 线 
性 ”的 ， 故 连续 ， 因 此 (f 1s)-!(X) = /1(X)No 是 o 的 团子 
集 ， 因 此 天 是 | KK| 的 闭 集 . 

为 了 讨论 映射 的 单纯 逼近 ， 先 引进 承载 子 这 个 名 词 ， 

定义 3.7 多 面体 |K | 的 任 一 点 *, 必 属 于 KK 的 唯一 单 
形 的 内 部 ( 见 命 题 1.10(2))r 称 为 z 在 中 的 承载 单 形 ， 
记 为 了 一 Carx{z). 

定义 3.8 单纯 映射 p: | 天 上 二 | 叫做 映射 下 iK |= 
的 单纯 逼近 , 如 果 对 任 zE| KK|,p(z) ECarcf(z). 

， 这 就 是 说 对 每 点 z El 天 | po(z) 和 f(x) 在 同一 个 单 形 

中 ， 在 某 种 程度 上 w(z)“ 通 近 " f(z). 

对 单 形 oc E 五， 我 们 定义 开 星 形 stko = Ugcr 7， 即 所 有 
以 e 为 面 的 单 形 7 的 内 部 ? 的 并 集 ， stxo 是 | | 的 开 子 

命题 3.9 单纯 映射 p:| 下 | 二 | 工 | 是 映射 产 | KK | 二 | 工 | 
的 单纯 迁 近 当 且 仅 当 对 K 的 每 一 顶点 a 有 f(stk6) C stLyp(o) 
( 称 为 星 形 条 件 ). . 

证 ， 必要 性 ， 任意 z € 5tka = Uacr ?, 则 > E7, 菜 个 
以 a 为 顶点 的 单 形 r, 即 r = Carkz,a < Carkz， 因此 由 多 
是 单纯 映射 得 出 p(a) < p(Carg7) = Carrzwe(z). 另 一 方面 ， 
P 是 f 的 单纯 逼近 ， 因 此 ， Carrp(z) < Carrf(zx) 从 而 有 - 
pfa) < Carrf (2). 因此 ， f(z) € strpla). 
”充分 性 . 任 z E| 下 |,z 是 唯一 单 形 7 = (a0,al,...,a") 的 
内 点 ， 因 此 zx € stka', 从 而 f(x) € f(stgoai) C strp(0’),i = 
0,1,.,,,m; 设 志 是 以 p(o9),…,P(a") 为 面 的 工 中 的 单 形 ， 则 
f(z) e9, 从 而 p(z) E19 = Carrf (ez). 

一 般 的， 映射 f:| 下 || 工 | 不 一 定 存在 单纯 逼近 ， 下 面 
是 了 有 单纯 逼近 的 充分 条 件 . 
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定理 3.10 设 f:| K | 履 | 工 | 为 映射 而且 对 天 的 每 一 
顶点 2 存在 工 的 顶点 了 使 f(stka) C stLb ( 称 为 星 形 条 件 )， 
则 f 有 单纯 通 近 p:| 五 | 一 | 二 | 使 p(a) = 已 

证 : 作 顶 点 对 应 wo: 五 一 工 定 义 为 p(a) 一 记 对 天 的 单 形 
T= 二 (00,01,.,,ya") 设 2 ET， 则 zestaomastalm mstar. 由 
此 得 出 f(z) E Ffsta 人 ) 门 mstany C atefao)m .Nstp(a™), 
从 而 有 F(z) € stp(ai),i = 0,1,...,n， 另外 f(z) Ee 及 ,其 中 
nl 二 Carzf(z). 因此 元 以 p(a),...,p(a") 为 它 的 顶点 ， 从 
而 p(a0)………，,ep(en) 必 展 成 工 的 一 个 单 形 . 令 p:|K | 工 | 
定义 为 p(z) = 二 于 和 plan), 当 z = Nai E(ao .an), 则 人 
满足 定义 3.5(a)-(c), 是 单纯 映射 ， 而 且 由 命题 3.9, e 是 了 的 
单纯 逼近 . 

定理 3.11 (1) 设 |K| 一 区 | 有 单纯 放 近 yp:|K| 一 | 如 
则 了 = 上 we rel4, 其 中 A= {ze€ElK|| f(z) = p(z)}. 

{2) 若 单 纯 映射 p1, pz 是 映 庙 有 :|K| 一 ||, fo: |L| 一 IM| 
的 单纯 逼近 ， 则 yp2p1 是 二 所 的 单纯 通 近 . 

证 : (1) 根据 单纯 逼近 定义 ， p(xz) E Carrf(z), 但 是 
f(z) € Carrf(z), 因此 pfz) 和 f(z) 在 工 药 同一 个 单 形 中 ， 
w(x) 和 f(x) 在 | 工 | 中 可 用 线段 连接 . 由 第 一 章 89 定理 
9.3 ,fo relAd. | 

(2) 的 证 明 贸 给 读者 . 

推论 3.12 设 f:(| KI,|IZD) 一 (|M],| NN |) 是 多 面 
体 偶 之 间 的 映射. 若 p:f KK |-+| M | 是 了 的 单纯 逼近 ， 则 
pLD)CNELE fTp(EIIL) = (MN). 

证 : 任意 * Ej 工 |, 则 fz) el Nj, 从 而 Carm f(z)€EN. 
另 一 方面 ， yp 是 了 的 单纯 逼近 ， 有 plz) E Carm f(x), 从 而 
ef(z) E| N |. 和 定理 3.11 证 明 类 似 ， ep(z) 和 f(z) 在 同一 个 
单 形 中 ，f 守 pg:( KILD=( MIIN D). 

例 3.13 设 到 , 工 为 如 下 图 所 示 的 两 个 复 形 ，f:| K | 一 
| 工 | 为 映射 将 1 维 单 形 (a”,al) 上 映射 成 图 中 的 曲线 ， 容 易 看 
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出 f(sta?) = [at ay)) 不 包含 在 任 一 个 stzg 中 ， 即 :天 不 满 
足 星 形 条 件 ， 因 此 ， 一 般 的 了 不 一 定 有 单纯 逼近 .但 是 若 将 
K 作 二 次 重心 重 分 KK”,( 即 将 闭 区 间 [a9, ad] 码 等 分 作成 的 复 
形 ), 则 7 将 会 满足 星 形 条 件 ， 从 而 f 有 单纯 通 近 . 这 就 是 说 ， 
尽管 f:| K | 省 | 上 | 不 一 定 有 单纯 遐 近 ， 但 当 n 充分 大 时 ， 
f:| K(m) | 五 | 会 有 单纯 通 近 .这 将 是 下 面 单 纯 副 近 存 在 定 
理 所 氢 述 的 . 


定义 3.14 (1) 多 面体 | 下 | 的 子 集 族 {stka|a 为 K 的 

顶点 } 称 为 | 下 | 的 星 形 绑 盖 . 

(2) | 下 | 的 开 覆 盖 {Us} 的 网 径 mesh{Uo}= sup{diamUo}. 

(3) |K| 的 网 径 meshK = mesh{stgka | a 为 KK 的 顶点 }. 

命题 3.15 任 给 复 形 玉 和 正 数 e, 存在 正 整数 > 使 mesh 
K(") < e. 

证 设 入 为 的 1 维 单 形 长 度 的 最 大 值 ， 则 对 五 
中 每 一 单 形 o, 有 diamo < 和 (习题 1). 设 a 为 到 的 任 一 
项 点， > € sta = Uocr 7, 因此 z E7, 某 个 以 a 为 顶点 的 
单 形 7 从 而 ptz,aj < 和 diam(sta) < 2X。 因 此 mesbK < 
2X，K' 的 一 维 单 形 形 如 C01, 60), oo < ol( 参 见 定理 3.4). 令 
co = (a0,61;...,apP),ol = (ao al,...,ap,...,ag), 并 且 记 7 = 
(or a), 内 此 有 


卫 


A 1 和 ~ g 1 和 
如 一 2 +To， 了 一 >》， 本 


i=0 i=p+i1d PD 


abd 


并 且 pl60,61) = 28p(ao, 让 < 下 AS 二 IN 其 中 吃 为 天 的 
维 数 .这 就 是 说 ， K' 的 1 维 单 形 的 最 大 长 度 < ;和 和 因此 
meshK{") < 2[ 必 人 的 1 维 单 形 的 最 大 长 度 ] < 2( 二 1) 和， 这 个 
数字 当 > 一 oo 趋向 于 0. 命题 得 证 。 - 

定理 3.16( 单 纯 副 近 存 在 定理 ) 任意 映射 产 | 五 | 二 | 工 |， 
存在 正 整数 7 使 f:| K | 履 | 工 | 有 单纯 逼近 ， 

证 : 设 {strb 15 为 工 的 顶点 } 是 工 的 星 形 柳 盖 , 则 {f“!strb} 
且 | 下 | 的 开 覆 盖 . 由 1K | 紧 , 存在 Legesgue 数 56>0, 使 | &| 
中 直径 小 于 5 的 子 集 8 包含 在 某 一 个 六 tstzp 中 . 取 正 整数 
> 使 mesh 玫 人 < 二 则 对 KK 中 的 任 一 顶点 a,stga 的 直径 <6 
从 而 存在 b 司 stkcya C f-!1(stLb). 这 就 是 说 f:| K" | 工 | 
满足 定理 3.10 的 星 形 条 件 ， 了 有 单纯 允 近 . 

最 后 ,我 们 叙述 恒 等 映射 1: | KK' | 一 | K | 的 一 个 特殊 的 单 
纯 逼 近 ， 这 将 在 后 面 经 常 使 用 . 

命题 3.17 存在 恒 等 映 射 1:| K' | 一 | 长 | 的 单纯 通 近 六， 
使 对 KK 的 每 一 单 形 0,h(8) = a, 其 中 a 为 o 的 一 个 顶点 . 

证 , 由 定理 3.10, 只 需 证 明 stk'(5) C stga. 设 + 是 下 的 
一 个 单 形 ， 并 且 以 5 为 一 个 顶点 .由 重心 重 分 定义 ， 存 在 乓 
的 单 形 上 使 TC yp. 因为 6 Ep 则 og < 从 而 有 a < jp. 因此 
FcAc stka, 注意 到 st 人 人) = Ua<r 7， 则 stgr(6) © stxa. 


习 题 
1.R™ 中 单 形 go 的 直径 diamo 二 o 的 1 维 面 长 度 的 最 大 
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值 . 

2， 设 单 形 c = (at al .agoi 二 (a0,al,...,01). 设 
TE 1 三 (60, 1, a ,a), 而 且 它 在 o 中 重心 坐标 为 (Xo, 和 1， | 
Mg), 在 中 重心 化 标 为 (Po AH mv ;Hg), 求 矩阵 4 使 


No, hg) = Alpo,..., pe) 


3. 设 p:| 二 | 全 | 二 | 为 单纯 映射 ，| Lo | 是 | 五 | 的 子 多 
面体 证明 : (zol) 是 | 下 | 的 子 多 面体 . | 

4. 设 f:| 下 | 沁 | 工 | 为 单纯 映射 ， 令 (5) = f(a) 的 重 
心 ， 它 是 从 天 ' 到 的 顶点 的 单 值 对 应 . 证 明 : ”f' 决定 一 个 
单纯 映射 :| K' | 一 | |. 

5. 玉 中 单纯 复 形 KK = {0, 5, [0,5]}, 王 一 {0,15,[0,1,[1 引 } 
从 而 | 下 | 一 | 工 | 试 说 明 恒 等 映射 1: 天 加 ) | 一 | 厂 | 不 存在 单 
纯 和 逼近 ， 并 指出 n 最 小 是 多 少 使 1:| K(" | 一 | 工 | 有 单纯 逼 
近 . 

6. 设 和 ,Y 为 多 面体 . 利用 单纯 甬 近 定理 证 明 ; 同 伦 类 集 
合 [X,Y] 是 可 数 集 ， 

7. 利用 单纯 逼近 定理 及 第 一 章 加 习题 2 证 明 : 设 dim 政 < 
n, 则 任意 映射 :| 五 一 57 零 伦 . 
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第 三 章 基本 群 


在 本 章 ， 我 们 将 定义 并 讨论 拓扑 空间 六 的 第 一 例 代 数 不 
变量 -~ - 基本 群 m1(X). 它 定义 为 由 了 到 大 且 将 端点 0,1 映 
为 固定 点 的 所 有 映射 的 同 伦 类 集合 . 我 们 将 证 明 ， ma(X) 可 
以 用 自然 的 方式 给 予 群 结构 ， 并 且 它 是 同 伦 等 价 之 下 不 变 的 . 
如 果 导 是 可 前 分 空间 ， 则 以 单纯 通 近 定理 为 基础 ， 不 难 给 出 
ni( 羡 ) 的 计算 方法 .作为 基本 群 的 应 用 ， 我 们 还 将 证 明 覆 盖 映 
射 的 分 类 问题 . 


1 基本 群 的 定义 和 性 质 


设 基 为 拓扑 空间 ， zo 是 万 的 称 之 为 基点 的 固定 点 . 

定义 1.1 映射 & 了 一 臣 使 u(0) = Zu{(1) = y 称 为 至 
的 由 了 点 到 y 点 的 道路 . 若 u(0) = a(1) = zo,4 称 为 天 的 
.以 zo 为 基点 的 闭路 ， 

定义 1.2 已 给 道路 &v: 了 1 一 XX 使 w(1) = v(0)， 乘 积 首 
路 4#¥v:T 了 -多 定义 为 


w(2t) 


0<t< 
“ud ={ v(2t — 1) §<t<1 
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直观 上 讲 ， 若 忒 的 终点 和 +w 的 起 点 相同 ， 慰 积 道路 4* v 
就 是 将 4 和 vw 连接 起 来 所 得 的 道路 . 推 而 广 之 ， 有 
定义 1.3 已 给 道路 wy yuni: 了 地 汗 使 (1) = 
Urt1(0), 1 <r<n~l. 习 积 道路 1 沙沙、 站 一 定 
义 为 
Wik) < rn 
nn 7 


乘积 道路 和 相对 于 端点 0, 1 的 同 伦 关 系 有 某 种 协调 性 . 

命题 1.4 已 给 天 的 道路 ,tn 和 1 on 使 (0) 
= vr(0), ur{l) = wr(D(L Sr < 1), 而 4) = w+iD) 
vr{l) = ori0, 1 <r nl 若 Wr vr rel0,1(l <r < n), 
则 有 站 Wn 之 rel 0,1. 

证 ， 由 wr vw- rel 0,1, 存在 映射 丽 : 了 xz 了 一 天使 
F(t,0) 三 ur(t), Frtt, 1) 二 信人 而 且 Fr(0, 8) = ur(0) 三 
vr(0), Fr(l,s) = wr(l) = vr(1),0 < st <1,1<r<n. 作对 
应 G:ITxI 一 久 为 Glt,s) = (nt-r+1,s) 当 车 :<t< 
7 二 1,2,...,n 因此 有 


7 一 1 <t< 


G(&0) = wr(nt -r+l), 当 一 
G1) = vnt—r+1), 当 Z 一 “ <t< 
G(0,s) = Fi{0,s) = mW(0) = (0) 


G(1, s) 三 Fnll, 3) = un(1) = vn(1) 


大 而 rel 0,1. 

”定义 1.5 义 的 道路 4 的 道道 路 w-l:7 一 总 定义 为 
1 的 一 2 一 芭 0 < 之 1. 可见 wr! 是 以 ww 的 终点 作 
为 起 点 ， 以 % 的 起 点 作为 终点 的 道路 ,经 过 的 路 径 相 同 .道道 
路 和 同 伦 也 协调 . 

命题 1.6 已 给 道路 wo: 了 工人 使 WO = v(0),w(1) = 
v(1),; 车 之 wrel 0,1, 则 wlvT! rel 0,1. 
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` 证 : 由 w 之 vw rel 01 存在 映射 FTxzr 仿 天 使 
F(t,0) = w(t), F(t, 1) = v(t), FO, s) = 4(0) = v(0), F{1, 3) = 
Wl) 二 v01). 令 GTxT 一 天 为 G 人 5s)= F(1 一 4,s), 容易 验 
证 wl 多 wv-l1 rel 0,1. 

命题 1.7 (1) 设 坝 )... ,tr 了 二 芒 为 n 个 道路 使 ux(1) = 
Urt1(0), 则 (C61 # 
un rel 0,1, 即 在 同 伦 意义 下 乘积 道路 具有 可 结合 性 . 

(2) 设 刀 为 苹 的 由 x 到 y 的 道路 ，cz 为 常 值 道路 ， 则 
Cr *UUUwCy rel 0,1. 

(3) 4 同上， 网 w#wu-i ex cr Tel 0, 1 一 1 corel0,1. 

证 ，(1) 我 们 只 对 n= 37 = 2 证 明 , 即 证 明 (www2)*#ws 之 
Wi or* U3 Tel 0,1. 其 它 情况 类 似 . 


首先 我 们 有 
wu1(4t) Oi<4 
(al * 2) * a(t) = $4 u(t — 1) St 
va(2t—1) 3<t<1 
wi(3t) Ot< 
wl * Ua ualt) = 4 tol3t — 1) 和 SS 
us(3f—2) #4<t<1 
时 1 二 


二 之 -上 
: 3 6 


并 且 期 望 它 们 将 定义 在 正方 形 了 x 工 的 上 底 和 下 底 上 ， 然 后 扩 
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张 成 同 伦 :I x 了 一 XX, 在 (t,s) 平面 上 ， 图 中 两 条 斜 线 的 方 
程 分 别 为 二 寺 一 十 ,t= 一 上 ,因此 已 可 定义 为 


一 亦 ? 证 五? 
3 (4 i 1 2 1 
F(ts) = 人 “(ts sD) 3 <St<3- 6 
2 ) 
， ve 人 和) 加 #3 <t<l 


容易 验证 【ul * Wz) * 43 EL * WU2y 3 rel 0,1. 
(2 作 五 :了 xx 工 一 帮 为 


. . 全 0<t 
Flt,3) = t—{1/2—s/2 1 1 
WII) .2 3 


2 


容易 验证 cs # 如 之 也 rel 0,1, 同 理 有 wcy rel 0,1. 
(3) 作 FTxI 履 贸 为 


_ J ul2ts) 0< 

Pts) = | ai(2ts 一 28 十 1) $< 

则 F(t,0) = wu(0) = vw 101), F(t,1) = wa* wl(t), F(0,s) = 

u(0) = (1,s), 因此 ww*w! L cs Tel 0,1, 同 理 wl1*w~ 
cy rel, 0,1. 


定义 1.8 令 mi(Xzo) 为 下 的 以 ro 为 基点 的 闭路 相 
对 于 0, 1 的 同 伦 类 的 集合 ， 即 mm(X,zo) = {a] | 道路 wu: 了 一 
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天 使 sd(0) 二 wu(1) = zo}. 在 m1(X,z0) 上 再 定义 乘法 为 加 ,fo] = 
芭 * ,由 命题 1.3, 这 是 唯一 定义 的 ， 并 且 由 以 下 定理 可 知 ， 
Ti xz0) 构成 一 个 群 ， 称 为 下 的 以 zo 为 基点 的 基本 群 . 
定理 1.9 T1(X, x0) 是 一 个 群 . ， 
证 ; 由 命题 1.7(1), (Wi * tw2) # Ua 空 WI dak U3 必定 ] 刺 
(uz*U3) rel 0,1. 因此 有 ([w1]- [wz]): [ws] = pe el) 
乘法 满足 结合 律 ， 由 命题 1.7(2), [czo] . [a] = 四 = [wu] : [czo]; 
. 因此 常 值 道 路 的 同 伦 类 [czo] 是 乘法 的 单位 元 ， 入 二 1.7(3), 
四 -fa = [czo], 任 一 元 素 lw] 的 乘法 逆 元 为 fu 
定理 1.10 映射 f: (XX,z0)  (Y, yo) 导出 同 态 


fr: TX, To) > A (Y, yo) 


满足 (1) 车 了 7:(X,z0) 一 (go) 使 之 1 rel zo， 则 f= 
fF. 

(2) 恒 等 映 射 1: (X, rz0) 一 (X, zo) 导出 1 一 lr (xX,z0): 

(3) 若 另 有 映射 9: (Y, yo) 一 (2,z0), 则 (gf); = 9 fe. 

证 : 设 如 了 一 看 为 道路 使 4(0) = wu(1) = xzo, 即 [w]e 
Ti(Xz0)， 令 天 四 = [ful, 其 中 fu:I 一 了 使 fu(0) = 
feat = 加 即 [fa e mi(Y,yo), 车 4 之 v rel 0,1, 则 
ju 二 fv rel 01, 从 而 天 是 唯一 确定 的 .另外 六 四 .fo] = 
[ftw so， 其 中 


fa(2 0<t< 1 
fe = { ND }<t<1 


从 而 fw#v) = fuxfo, fluj[v] = 记 a]-f[w], 是 群 同 态 . 车 
f=f rel vo, 则 fru ~ fiu rel .0,1, 因此 六 四 = Fo), 
即 六 = 六. {2) 和 (3) 的 证 明 是 显然 的 ， 
推论 1.11 车 (X,z0) 之 (Y, go), 即 存在 映射 f: (X,z0) 一 
(Y, yo), 9: (Y, g0) = (X, 20) 使 gf ~ lx relzo, fg ~ 1y relwy, 
则 了 导出 同 构 :m1(X,z0) 一 ri(Y, go). 
，7 了 9 . 


命题 1.12 设 X0 是 空间 天 的 售 zu 的 道路 分 支 , i Xo 一 
XX 为 内 射 ， 则 导出 同 构 i: m1(X0, 0) 涯 mL 人 Zo)， 

证 ; 任意 {ul E€ AT1(X, Lo), 则 亿 为 了 到 及 的 映射 使 w(0) 一 
ul1) = 20， 因 为 了 道路 连通 ， 因 此 w(T C Xo. 即 多 E 
mi(Xo, x0),isfu] = 四 是 注 同 态 ， 设 ?四 = 庆 包 ， 则 存在 映射 
F:ITxI 二 多 使 F(t,0) 二 w(t), F(t,1) 一 2 所 而且 FF(0,8) = 
F(1,s) = zo, 同样 的 ，I x 了 道路 连通 ， F{I x 了 C Xo. 因 
此 在 Xo 中 有 大 rel 0,1, 和 = 四 ,2 是 单 同 态 . 

定义 1.13 空间 藉 的 所 有 道路 分 支 集 合 记 为 rolX). 

命题 1.14 车 天宇 了 , 则 集合 mo( 互 ) 和 mol 了 之 间 有 一 
一 对 应 关系 . 

证 ， 由 臣 之 Y, 看 在 映射 和 下 gi 了 一半 使 gf 二 
lx,f9 ~ ly, 定义 :Mo(lX) 一 "olY) 使 f: 将 舍 , 工 点 
的 道路 分 支 对 应 于 合 f(x) 的 Y 的 道路 分 支 。 类 似 的 可 定义 
gs:R0(Y) 汪 Tt)(X). 这 样 gs 天: To( 汪 ) 一 rol 半 ) 将 含 了 道路 分 
支 对 应 于 含 gf (z) 的 道路 分 支 . 由 gf = 1x 可 知 x 和 gf(7) 
点 在 同一 道路 分 支 中 , 因此 gf 二 lro(X): 同 理 9 = lro(Y) 
从 而 f 是 一 一 对 应 . 

Ao(X) 只 是 一 个 集合 ， 不 可 能 定义 群 结构 . 一般 的 ， 基 本 
群 xi(X,zo] 是 非 交换 群 ， 另 外 基本 群 总 是 与 选 定 的 基点 zo 
相 联 系 . 下 面 讨论 把 基点 zo 改变 成 zi 时 基本 群 有 什么 变化 . 

定理 1.15 贸 的 由 zo 到 zl 的 道路 + 导出 一 个 同 构 


WW#: Tz1(X， To) 一 AX1(X, T1) 


满足 (1) 车 之 9 rel 0,1, 则 wi# == 唆 - 
(2) 常 值 道路 cm 导出 (czo)## = 1r(X,zo)- 
(3) 设 另 有 zi 到 zz 的 道路 外, 则 (和 # 荔 )## 一 世 ##4 姑 ， 
(4 对 映射 :下 一 了 使 f(z0) = 加 ,jz = 雏 有 fu# 二 
(fuj#fe: TX, £0) 2 Ti(Y, Nn). 
证 ; 任意 四 各 TX, Z0j 7 是 以 Y0 为 基点 的 闭路 . 如 图 所 
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示 ，? :#us2 是 以 z1 为 基点 的 闭路 . 令 uy[v] = [ul1#vx*w] € 
T1(X, £1). 


Wi 


若 uwsuw rel 0,1, 由 命题 1.4 可知 wT*v#w~ ul* 
VW# rel 0,1. 因此 wy 是 唯一 定义 的 .. 另外 


aglow] = wplo # 0) = Ful #v # ow #1 


二 [ww 交 本 全 半生 开 半 二 站 可 


=[u lo*w): [ul ww) = wl] :uu#[20] 


因此 wy 是 同 态 . 然后 容易 验证 (一 人 成 立 , 从 而 有 wxuy = 
(x1*a)# 二 (czo)## 二 1, 同 理 ug wu# 二 1, 因此 wx# 是 司 构 . 

推论 1.16 车 以 是 龙 的 以 zo 为 基点 的 闭路 , 则 wy: Ti(X， 
Yoj 守 A1( 半 ,To) 为 内 自 同 构 ， 即 wy[v] = [4a]. [vw] 四. 

推论 1.17 设 z,y 为 道路 连通 空间 天 的 任意 两 点 ， 则 
zi( 半 ,2) 兰 fa(2 切 , 即 基 本 群 在 同 构 意义 下 和 基点 的 选取 无 
关 . 我 们 有 时 将 基点 省 略 ， 简 记 为 mi(X)， 

下 面 证 明 ， 基 本 群 在 同 伦 等 价 下 不 变 ， 即 伦理 不 变性 

定理 1.18 设 f: 太 之 Y, 则 fs: AT1(X, Zo) 一 mi{Y, f(x0)) 
为 同 构 . 

证 : 设 g:Y 一 半 为 了 的 同 伦 逆 ， 即 gf ~ 1x,fg 过 
ly. 记 zi = 9f(xo), 我 们 证 明 gf: mCX, xo) 一 mri (XX,21) 
同 构 ， 由 gf = 1x, 存在 映射 瑚 大 x 了 全 大 使 F(x,0) 二 
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gf{7), F(z,1) = z( 任 zE 大)， 令 2 的 = 下 (zol 一 直击 
人 :了 一 大 为 由 To 到 Tl 的 道路 . 只 要 证 grf 二 人 LQ#， 即 对 性 一 
闭路 ww gfvu 守 wl*v*t rel 0,1, 作 G:ITx7 一 半 为 


{ul—23t 0<t< 各 
eco-| a 2s)),s) $<t<1 
uv(3t —2 1—3<t 


因为 当 t= 针 有 F(v (85:),s) = F(z0, 8) = wu(1—s) = (a), 
当世 = 1 一 针 时 ， 有 F(v(353),s) = F(zo,s) = ull — 8), 
由 粘 结 引 理 G 连续 .容易 验证 ， G(t,0) = gfv(t),G(t,1) = 
Ul x* vx* wd), 而 且 G(0,8) = G(1,s) = ull) = zo， 从 而 
gfv 之 ulxv*W rel 0,1. 因此 g,f, = ux 是 同 构 ， 同 理 
fg 也 是 同 构 . 因此 天 为 同 构 . 

定义 1.19 空间 忆 叫做 单 连通 的 , 如 果 XX 道路 连通 而 
且 mi( 叉 ) = 0 只 含有 一 个 元 素 的 平凡 群 . 

显然 道路 连通 空间 区 是 单 连 通 的 当 且 仅 当 每 个 闭路 相对 
于 0,1 同 伦 于 常 值 喘 射 , 即 零 伦 . 到 下 一 节 中 我 们 将 指出 ，31 
是 非 单 连通 空间 的 一 个 例子 ， 而 S"tn > 1) 是 单 连 通 的 ， 


习 是 
1. 直接 构造 同 伦 玉 : 了 xx 工人 有 基 证 明 (Wi * 2) * 3 之 M1 
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(ua*2u3) rel 0,1 其 中 ata; 友 为 大 的 道路 ， af1) = wo(0) 
且 v2(1) = (0)， 

2. 设 a 为 浪 的 道路 ，f:I 一 了 是 满 的 严格 递增 映射 使 
f(0) = 0, (1) = 1, 证 明 a~af rel 0,1. 

3. 设 [S1,p; 站 ,zo] 表示 所 有 映射 J: (S1,p) (XX,zo) 的 
相对 于 p 点 的 同 伦 类 集合 。 斌 在 此 集合 中 引进 乳 法 使 之 成 为 
一 个 群 ， 且 这 个 群 与 mi( 基 ,zxo) 同 构 ， 其 中 p= (1,0)€ 51. 

4. 设 & 是 扎 的 以 zo 为 基点 的 闭路 , 证明 ， U# = lr (Xm0) 
当 且 仅 当 fu] 属于 群 石 (于 ,ro) 的 中 心 . 

5. 试 作出 空间 着 (具有 基点 xo0, x1) 使 xri (XX,xo) 不 同 构 
于 wi(X, 21). . 

6. 空间 扰 称 为 1- 单 式 的 , 如 果 对 每 点 zo € 五 和 每 个 以 
zo 为 基点 的 闭路 wa# = Ti(Xzo) -+ mi(X,zo). 试 证 ， 道 

.路 连通 的 苞 是 1 一 单 式 的 当 且 仅 当 m(X， ZT0) 是 Abel 群 . 

7 拓扑 群 G 是 一 个 拓扑 空间 又 是 一 个 群 ， 使 群 的 乘法 
m:G xG— G 和 逆 元 对 应 a:G ~ Gaf9) = g-! 都 是 连续 
有 映射， 对 G 的 以 单位 元 e 为 基点 的 闭路 mwo, 定义 woz 人 = 
ro 人 ( 扩 20( 圾 ). 证 明 : ws# 妇 宇 Wot 下 sb rel 0,1, 从 而 推 
导出 m(G,e) 是 Abel 群 ，- 

8. 用 单纯 名 近 定理 证 明 :mi(S",z0) = 0 (np > 1), 从 而 

得 出 5" 是 单 连通 的 . 


$2 计算 方法 及 一 些 简单 运用 


我 们 已 经 给 出 基本 群 mi(X,zo)j 的 定义 和 基本 性 质 ， 但 
是 ， 如 果 不 能 计算 出 某 些 空间 XX 的 基本 群 ， 则 它 在 拓扑 问题 
的 证 明 中 将 无 法 起 作用 ， 一 般 的 ， mi( 和 ) 是 较 难 计算 的 ， 但 
是 如 果 XX 是 多 面体 ， 单 纯 逼 近 定 理 将 会 把 mi( 瑟 ) 的 计算 作出 
相当 的 化 简 . 
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设 久 = 多 面体 | 天 |. 任意 闭路 好 工 一 | KK | 存在 单纯 
表 近 wz 二 | KK | 使 Ww 之 v rel 01 因此 四 = 四 < 
mx(| 关 |,zo). 这 就 是 说 ， zi(| 下 |,z0) 中 任 一 同 伦 类 四, 总 有 
一 个 单纯 映射 wu: I 一 | K | 作为 它 的 一 个 代表 - 显而易见 
uv(2 是 一 个 闭 折线 ， 或 称 为 闭 棱 道 ， 如 图 所 示 ， 


因此 我 们 可 以 通过 找 出 所 有 闭 楼 道 的 等 价 类 来 计算 m1(| K |， 
2Z0). 下 面 介绍 核 道 的 定义 . 
定义 2.1 复 形 五 的 由 顶点 a 到 ar 的 棱 道 是 一 序列 
顶点 .ago .. .aa 使 (oa 一 1, 妈 ) 都 展 成 KK 的 1 维 或 0 维 单 形 ， 
TI<1i< mr 一 1. 车 9 = om 则 称 为 以 a? 为 基点 的 闭 楼 道 . 特 
殊 情况 下 ， 只 有 一 个 顶点 a0 称 为 常 值 榨 道 . 
定义 2.2 楼道 a = adal...an,f = anantl...artm 的 
乘积 枝 道 a.8 = qnal.,.aramtl,..a*tm.。 a 的 送 楼 道 oa- l= 
anan-1...a0. 
显然 ， Fp (Qa: 8):7Y = Q(B 而 
且 有 (a8) 1! = 871-.a 1. 相应 于 道路 之 间 相 对 于 0,1 的 同 
伦 ， 和 人 1 将 定义 楼 诞 之 辣 的 等 价 首先 定义 容许 变换 如 下 : 
定义 2.3 以 下 楼 道 的 变换 称 为 棱 道 的 容许 变换 
(1) 当 ar-1 = ar, 棱 道 ...ar-lar ... 变 成 ...ar..., 或 反 
之 . . 
(2) 当 人 ar ,ar+l 展 展 成 KK 的 单 形 ， 楼 道 . ar 一 Larar+1l 
.… 变 成 .. artl..., 或 反之 . 
第 一 个 容许 变换 是 赣 道 中 重复 顶点 可 去 控 一 个 或 反之 。 第 
二 个 容许 变换 在 (ae ar,arf1) 为 单 形 的 情况 下 将 楼 道 经 过 
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折线 (or -or) 和 (ar,or+l) 改 为 只 经 过 线段 (ar-1,ar+1 ,或 
反之 . 


可 7 Gl 


定义 2.4 车 棱 道 a 经 过 有 限 次 容许 变换 变 成 6, 称 楼 道 
ca 等 价 于 及 记 作 a ~ 6B. 显然 这 是 一 个 等 价 关系 . 

和 道路 乘积 与 相对 于 0, 1 的 同 伦 有 协调 性 一 样 , 楼 道 肝 积 
和 逆 与 楼 道 的 等 价 也 有 协调 性 ， 证 明 是 显然 的 . 

命题 25 设 ao,60 是 由 a? 到 mm 的 棱 道 ， on, Bi 是 由 
an 到 a™tm 的 楼道 ， 且 ao ~ ,aa ~ 把, 则 

(1) ao:oa1~ Po:A. 

(2) oo ~ 所 1， 

(3) oa0 .ao ~ ao ~ ao oar, 

{4) ao: an! wa0， ai1.ao ao0. 

定义 2.6 设 x(KK,q0) 为 所 有 以 ao 为 基点 的 闭 楼 道 等 价 
类 的 集合 ， 在 此 集合 中 定义 乘法 为 [a] : [8] = [a . 8]， 由 命题 
2.5, 这 是 唯一 定义 的 而 且 容易 验证 r( 玫 ,ao) 构成 一 个 群 ， 叫 
做 复 形 KK 的 以 oo 为 基点 的 棱 道 群 . 

定理 2.7 和 (天 ,ao0) Sn(l 下 |,ao0)， 

证 : 作对 应 0: 7(K,a) -> mK |,a?) 如 下 ， 对 任意 闭 
楼 道 a = a0ol .…ana0, 则 (ai"1,ai) 为 KK 的 1 维 或 0 维 的 
单 形 . 我 们 作 单 纯 映射 4:-1i:| 工 |= 了 一 | KK | 使 wi_1x(0) = 
a 1, wi_1i(1) 一 入. 令 la] = [uo1* UL2 * kn,0] € Ail 
KK | ao), 下 面 证 明 6 是 唯一 定义 的 ， 即 只 要 证 me ~ 6 蕴含 
9[a] = 9[8]. 不 妨 设 a 你 记 A. 

(1)}:a= A = . 这 时 ， bla] = 
[: 人 而 og = [. .由 于 arr 是 在 or 的 常 值 道 
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路 ， 它 在 道路 乘积 的 同 伦 类 中 不 起 作用 ， 故 9[a] = 49]， 

情况 (2),a 二 .Cr 一 LarG7 十 1 … 有 一 ,ar ~lortl ， 其 
中 (or aror+1 是 一 的 单 形 ， 这 时 ba] 一 [re * 
rrt1]8[8] = [rrt1 一 ] Urlr * Urr+l 是 路 径 为 折 
线 (aor-1ar) 和 {arar+1) 的 道路 ， tr-1r+1 是 路 径 为 线段 
(ar-1, art+1) 的 道路 . 因为 (ar-lararf3 是 到 的 单 形 ， 容易 
说 明 Wr_ir# Urrtl 之 Ur-Lrt1 rel 0,1( 如 图 ). 


因此 9le] = 9[8], 证 明了 9 唯一 定义 

再 证 明 乡 是 满 同 态 ._6 是 同 态 是 明显 的 . 任意 [uw] Email 
下 | ea; 则 从 | 工作 了 人 | 下 | 为 道路 使 wt0) ==w(1) = 上. 4 
存在 单纯 逼近 v:| En | 下 | KK| 使 之 vo rel 0,1, 其 中 Lm 
有 顶点 0 二 如 < 他 <.…< 避 = 二 1 而 v(b0)v(1)…wv(52) 是 
闭 梳 道 ，- 


vb!) 
vb 
[一 -一 -1 | 了 
0 6b Bb? b? bt 1 t 2 ) 


令 a =v( 罗 jv(b1)…wv(b>), 由 6 的 定义 可 知 9[a] = [vw] = 区 
从 而 686 是 满 的 . 
最 后 证 明 6 是 单 的 , 设 “= aoal .…anal 为 棱 道 使 la] = 
0 E ma(| 下 |ao)， 根 据 8 的 定义 ， 9la] = 四 , 其 中 = 
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201* 1,2 #* 本 Uns0 是 单纯 上 映射 . 因此 4 零 伦 ， 存 在 上 映射 
PF:IxT | K | 使 F(t,0) = u(t), F(t,1) = F(0,s) = F(1,s) = 
al(0 <t,s < 1). 下 面 证 明 @ ~ a0. 

设 人 h 玫 示 了 的 剖 分 ， 使 具有 顶点 0 = ea < cl < .< 
crtl=1 (c = ;11). 因此 名 是 从 I=| 五 | 到 | 下 | 的 单纯 
映射 令 M 为 了 x 了 的 前 分 (如 下 图 所 示 ) 


do da! 
A 
00 和 02 


并 且 使 每 个 单 形 充分 小 ， 而 且 M 在 了 x 0 上 的 齐 分 是 工 的 
重 分 ， 这 样 在 cf 和 citl 之 间 又 增加 了 顶点 ， 同 样 在 co 和 四 
之 间 ， 所 和 中 之 间 ， 加 和 di 之 间 也 增加 了 顶点 ， 设 6 
和 c ”之 闻 增 加 的 顶点 为 6, 则 当 M 的 单 形 充分 小 ， 可 有 
Fl(stmb) C stkF(c') 或 stFP(cit1), 因此 利用 星 形 条 件 ， 可 以 
得 出 下 的 单纯 逼近 G:| M | 一 | KK |, 使 在 正方 形 1 x 了 的 四 个 
边 上 有 G(b) = Fe 或 F(cit1) 等 . 

容易 看 出 ， 在 M 中 ， 棱 道 ccl ,2 wm. cnt+l ~ 
人 ,看 ,cnt1 而 且 经 过 单纯 映射 G 之 后 会 保持 等 价 ， 
从 而 在 天 中 有 楼 道 4=G(e)...G(lel)...G(en)...,G(entl) ~ 
Gle)...G(D)...G(d)...G(ent!). 但 是 Glei) = Pen = ai. 
并 且 特 别 的 G(o) = G(q?) = G(d1) = G(en+1) = a0. 因此 


化 一 有 六 


注意 到 G(c) 和 GectD) 之 间 的 G( 人 必然 等 于 F(ei) 或 Pleitl). 
因此 中 ~ odal.…ar 二 ao, 从 而 a~a0,0 是 单 同 态 . 
定理 2.7 告诉 我 们 ， 多 面体 | K | 的 基本 群 可 用 核 道 群 
1 ,87 ， 


Ax(KK,an) 来 计算 . 为 了 给 出 r( 天 ,ao0) 的 表达 式 , 下 面 先 介绍 非 
交换 群 用 生成 元 组 和 关系 组 来 表示 的 一 般 形 式 . 对 于 已 经 熟悉 
群 论 知识 的 读者 ， 下 面 一 段 可 以 省 略 不 读 . 

集合 4 中 的 字 w 是 形式 表达 式 


包 一 Gal1G2 .ar, mEAcGi=+tl,n>0 
其 中 oi 简 记 为 ai. 当 n= 0,w 为 空 字 ， 记 为 w 二 1. 
以 下 字 之 闻 的 变换 


€1 En mh El —1 Ert+1 € 
Ql 和 1 . ar ”A Er 二 1 。 -Gr 


€ £1 —1 Er 十 1 € 
或 afar oa acr 


称 为 基 术 变换. 车 字 wi 经 过 有 限 次 基本 变换 变 成 wo, 称 wi 
等 价 于 wz. 记 为 wl ~ wo. 字 w 的 等 价 类 记 为 [wl. 

设 和 集合 Gp{4} = {[w] | w 为 4 中 的 字 }, 在 此 集合 上 定 
义 乘法 。 [ofa]- [a .sr] = [of i a] 
则 Gp{4} 构成 一 个 群 ( 空 字 ww = 1 为 单位 元 ， [of ...ae] 的 
道 元 为 [az .ale]), 叫做 由 4 生成 的 自 2 4 电 做 生 
成 元 组 . 4 的 基数 叫做 Gp{4} 的 秩 , 特别 当 4 只 有 7 个 元 
素 时 ， Gp{4} 的 秩 为 7. 

实际 上 , 自由 群 Gp{4} 的 元 素 可 不 必 加 上 方 揪 号 . 但 需要 
记 住 ， 出 现 根 邻 的 aa-! 或 ae-1.a 就 可 以 去 掉 ， 或 反之 . 例如 
alg2a203 1 aaaz! 4405 二 G1020405 等 . 另外 a4-a 二 Qs, -lo-1 
记 作 a-? 等 等 . 

最 简单 的 自由 群 是 一 个 元 素 a 生成 的 自由 群 Gta), 显然 
它 同 构 于 整数 加 群 Z, 是 Abel 群 ， 但 是 Gp{a,5b} 不 是 Abel 
群 ， 因为 ab 关 ba, 这 个 群 中 有 形 如 am*bmasbt ...avbr 等 元 素 ， 

设 召 是 Gp{4] 的 子 集 ， 互 是 含 B 的 最 小 正规 子 群 ， 记 
商 群 Gp{4}/B 为 Gp{4; B}, 称 为 具有 生成 元 组 4 和 关系 组 
B 的 群 ， 当 4 有 限 ， 称 为 有 限 生 成 群 . 任何 一 个 群 都 可 同 构 
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于 某 个 Gp{4; B}, 但 是 生成 元 组 4 和 关系 组 B 的 取 法 不 唯 
一 - 例如 Gp{a,b;a2,B3} 是 以 a,b 为 生成 元 具有 关系 a? = 1 
和 如 二 1 的 群 ， 显然 Gp{fa;ar} 宇 2,mod nn 整数 加 群 . 

群 C, 妃 的 自由 来 积 G#+ 万 是 以 G 生成 元 组 和 五 生成 元 
”组 的 并 集 为 生成 元 组 ,以 G 关系 组 和 电 关系 组 的 并 集 为 关系 
组 的 群 ， 例 如 Cp{fal ;amial an] * Gp{b1,..., bp; Pi, 
ba} = Gp{alse.s om by... bp; oy. omy Be}. 

现在 我 们 可 以 给 出 复 形 KK 的 棱 道 群 (KK,ar) 的 表达 式 . 

定义 2.8 复 形 KK 的 1 维 子 复 形 工 叫做 衬 ， 如 果 | 工 | 
是 可 缩 的 . 

可 见 ， 如 打工 是 树 ， 则 | 工 | 可 缩 ， 从 而 r(Z,a0) = 0, 工 
没有 闭 楼道 ， 工 的 图 形 星 现 出 好 象 是 树枝 一 样 ， 如 图 所 示 . 


树 


复 形 下 的 树 工 叫做 最 大 树 , 如 果 不 存在 树 书 使 LC Pr， 
下 面 的 命题 是 容易 证 明 的 . 

命题 2.9 若 | KK | 道路 连通 ， 工 是 KK 的 最 大 树 ， 则 工 
含有 K 的 所 有 顶点 .另外 KK 的 最 大 树 是 存在 的 . 

定义 2.10 设 | KK | 道路 连通 . 将 天 的 所 有 顶点 排序 
a <al<...<om KK 的 每 个 单 形 写 成 (ain,aa,...,ar), 其 
中 ao < … < ar, 称 为 有 序 音 形 . 对 五 的 每 个 一 维 有 序 单 形 
(ai,ai), 作出 形式 符号 gij. 设 | 工 | 是 含有 KK 的 所 有 顶点 的 可 
缩 子 多 面体 { 它 是 存在 的 ， 最 大 衬 | 工 | 是 其 中 一 个 ). 定义 G 
为 一 个 群 ， 它 的 生成 元 组 和 关系 组 为 


生成 元 组 ， {gi | (oi,ai) 是 K\L 的 一 维 有 序 单 形 } 
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关系 组 ， {gijgjk9 交 ! | (ai, ai,a*) 是 KK\L 的 二 维 有 序 单 形 } 


另外 ， 关 系 组 中 还 作 如 下 补充 ， {9i; = 1 | 当 (ob o) € 上 } 
下 面 的 定理 说 明 上 述 群 G 是 楼道 群 +( 攻 ,ao) 的 表达 式 . 
定理 2.11 Gz(K,an), 
证 :作对 应 外 G 一 T( 开 ,a0) 如 下 . 对 压 的 每 个 顶点 or， 
事先 选 定 一 个 由 on 到 a" 的 在 工 中 的 棱 道 ar, 然后 令 


gg) = [a aiof ,a7!] € r(K, al) 


再 按 同 态 扩展 . 
对 到 的 每 个 2 维 有 序 单 形 (ai,ai,o*), 我 们 有 


b(gij)b(gik)bg(gak)-1 = [esaiaiar [ayaiorar [owaraio 
= [oa'o’ oiatataior!] 
(因为 oy oj 人 Taglan] 
= [osaiayakaioz 直 (因为 azai ~ ai) 
一 [auat aka io 可 (因为 a* iT ~ a iak) . 


= {oar!]=1 
因此 9(gi; -gjk gx!) = 1, 6 是 唯一 一 定义 的 而 且 是 同 态 . 再 作 同 


态 办 区 (天 ,an0) -> G 使 plaraiai.… asa0] = hoihij' ppo E G, 
其 中 


97i 当 (oj,a9) 是 入 \ 了 有 序 1 维 单 形 
1 ”其 他 
容易 说 明 $0(9i;) = Glaiaioios] 二 gi; (因为 a; 是 工 中 
校 道 ), 因此 $9 = 1. 另 一 方面 ， 若 a 二 ataigi..…. akat, 


| 9ij ” 当 (a’,oI) 是 K\L 有 序 1 维 单 形 
hi; = 


gplo] = baoa0a io] . [asaksaoa5 1] 
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= 0¢laoa gio):..0¢[apasa os 1] 


但 是 ，[ovara*ay ] = 1 除非 (a",a”) 是 天 一 志 的 单 形 , 因 
此 任何 情况 下 都 有 96[orare*azl] = [arararaz1], 即 06 = 1 
因此 9 为 同 构 . 

根据 定理 2.11 和 定义 2.10, xr(K,a9) 的 表达 式 只 和 复 形 
KK 的 1 维和 2 维 单 形 有 关 ， 与 3 维 及 更 高 维 的 单 形 无 关 ， 因 
此 有 

推论 2.12 (1) 多 面体 的 基本 群 是 有 限 生 成 群 . 

(2) 一 维 多 面 体 的 基本 群 是 自由 群 . 

(3) ru(| KK |,an) 只 依赖 于 2 维 架 | K? |, 即 当 m > 2, 内 
射 宇 | 天 | 心 | 六 | 导出 同 构 各 :mi(| KT ,a9) 兰 ma(| K |，ao0). 

利用 杰 道 群 的 表达 式 , 下 面 给 出 一 些 简单 空间 的 基本 群 的 
计算 结果 ， 

例 2.13 mi(91) 兰 整数 加 群 2. 


人 


全 


ef 


设 o = (o",ala?) 是 2 维 单 形 . 根据 第 二 章 81 中 例 
1.15(1), 边界 复 形 6 是 51 的 前 分 . 因此 zt1(S1) x(6， a0). 取 
工 为 边界 复 形 5 的 最 大 树 L={(aoal), (aoa2), (a), (al), (a7)}, 
则 ri(S) 兰 r(ia0) 兰 Gp{g12}. 这 是 单个 元 素 g1z 生成 的 自 
由 群 ， 从 而 是 整数 加 群 Z- . 


TT——— 
例 2.14 TifSvV… VS1) 衬 Gp{01, 02,..., a}, 秩 为 k 

的 自由 群 。 计算 方法 是 类 似 的 . 
例 2.15 I(RP2) 兰 胞 计算 如 下 ， 设 天 为 刃 P2 的 前 分 
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如 图 ，| 工 | 是 可 缩 子 多 面体 如 图 中 阴影 所 示 . 


因此 mi(RP2) 兰 Gp{A; B}, 其 中 


A = {go2;904,914,915, 925} 


B= {g02925908 912925g910 g14945918 G01914904 ; go2924g04 } 


但 是 gas 对 应 的 单 形 (a4,o5) € 工 因此 ga = 1， 从 而 由 
gaga5glL 二 1 得 出 94 = 95， 同样 由 902924904 二 1 得 出 
go2 二 904; 由 901914904 二 1 得 出 go4 = g14: 由 9g129g259 = 1 
得 出 gq15 = 925， 因 此 go2 = 904 = 914 二 915 二 925， 最 后 
由 go29259058 二 1 得 出 9 = 9o2925 二 1 因此 Tm(RP?) 涯 
Gp{A; B} = Gp{g02; 962} 22. 

例 2.16 Ai(S") = 00n > ,从 而 当 n> 1,5" 单 连通 . 
设 o 是 nn 十 1 维 单 形 ， 则 边界 复 形 5 是 5" 的 前 分 另外 6 
是 闭 包 复 形 K(o) 的 mm 维 架 KK(o)", 根据 推论 2.12(3), 内 射 
|5 =| 下 (cm 1 一 | 天 (c) |= 0 导出 同 构 


tn: Ri oD) Sm Ko) ND) 


但 是 | KK{o) | 可 缩 ，ma(| K(o) |) =0, 从 而 (5")=0. 

在 例 2.13 中 , m1(S1) 兰 2 的 生成 元 是 闵 棱 道 aala2a0 ,或 
者 以 mg 为 基点 沿 着 81 转 一 图 的 道路 . 例 2.15 中 ,m1(RP?) 涯 
22 的 生成 元 是 楼道 le0a2el， 从 图 上 看 出 此 生成 元 的 2 倍 
ala0a2alana2al 在 RP? 中 是 零 伦 的 ， 即 模 2 为 零 . 
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从 例 2.15 的 计算 可 以 看 出 ， 如 果 | KK 上 的 单 形 比较 多 ， 则 
基本 群 的 这 种 算法 是 比较 复杂 的 . 因此 我 们 常常 要 把 所 要 算 的 
多 面体 分 解 成 较 简 单 的 一 些 多 面体 . 

下 面 讨论 怎样 从 基本 群 为 已 知 的 | KK |,| 工 | 来 计算 出 更 
是 1 五 1m| 志 |=| M | 等 空间 的 基本 群 . 

定理 2.17 A(X x Y, (x0,y0)) 涯 FT1(X, x0) x Ti(Y, yo). 

证 : 设 p: 半 xY 一 2,q: 针 xY 一 站 为 自然 投射 由 定理 
1.10， p,q 导出 同 态 ps: Tri (XxY, (zo0, y0)) -+ mi (X, 20), qr: rl 
(XXxY,(z0, yo)) 已 i(Y, yo). 定义 同 态 (ps gs): rt1 (XY XY, (zx， 
80)) 地 (XL0) x TY yo) 为 (ps,9.)[a] = (pr[al, qlal), 任 
意 [a] € mi(X x Y, (xo, yo0)). 

另 一 方面 ， 对 任意 zo 为 基点 的 闭路 c:7 一 蕊 ,加 为 基 
点 的 闭路 了: 了 一 了， 定义 (mr 工人 一 xx 为 {c:,7jft = 
(c 人 的 ,7 的 ). 因此 (0,7) 为 (zo, yo) 为 基点 的 闭路 . 令 p: Tri(X， 
20) x mt{Y, 全 TX x (zo, yo)) 为 p([ol, [7)) = [Tc 
容易 验证 Pp 是 唯一 定义 的 ， 且 p 与 (px, gr) 互 道 . 故 (pr-9 ) 
是 同 构 ， 

例 2.18 环 面 S1 x 51 的 基本 群 (5S1 x 9S0) 兰 Z 田 2 
这 是 自由 交换 群 ， 和 例 2.14 中 m(S VS) 是 不 相同 的 ， 后 者 
是 非 交换 的 自由 群 . 

下 面倒 述 关 于 两 个 多 面体 的 并 集 的 基本 群 的 定理 . 为 此 
设 复 形 反 有 两 个 子 复 形 上 ,M 使 扩 二 LU AM, 而 且 令 六 = 
LNM. 天 六 | MM | 为 内 射 . 

定理 2.19(Van Kampen) 若 | 工 |,| M1,| N | 道路 连 
通 , 且 a? 为 N 的 一 个 顶点 , 则 (| 下 |a0) 是 由 Ti 人 | ao0y# 
Xi(| M ,ao) 加 上 关系 组 成 员 {(isej(jsej-1 | ec 为 mi(|V|,ao) 
生成 元 } 所 构成 的 群 . 

证 : 设 Tw 为 NN 的 最 大 树 ， 由 命题 2.9, Tw 含有 六 所 
有 顶点 . 设 $b 是 TAN 中 顶点 ， 由 第 二 章 命题 22 和 | 工 | 
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道路 连通 ， a? 和 48 可 由 | 工 | 中 楼 道 woel...anb 连接 . 因 
为 EN 而 bE IN, 可 设 ar 为 最 后 一 个 属于 六 的 顶 
点 ， 而 ott! E TENN. 这 样 (or,arf0 是 NN 中 1 维 单 形 . 
令 Thy = Ty U (oTt1)Uartl, 则 | 元 w | Tw |, 因为 单 形 
(a",a"t1) 可 以 收缩 到 ar. 因此 Ty 可 扩大 为 于 Ny 仍 为 树 ， 如 
此 继续 下 去 ， Tw 可 扩大 为 TL DS Tw 使 TL 是 含有 上 所 有 项 
点 的 树 . 

同 理 ， TN 可 以 扩大 为 Ty DTw, 使 Tr 为 含有 M 所 有 
顶点 的 树 ， 而且 Tw = TENnTw. 令 Tx 二 TLUTw, 则 Tk 是 
会 下 所 有 顶点 的 树 . 

将 五 的 所 有 顶点 排序 ， 因 此 子 复 形 ,M,N 的 所 有 顶点 
也 随 之 排 了 序 . 根据 定理 2.7 和 2.11, ai 天 |,a0) 有 以 下 生 
成 元 组 和 关系 组 : 


生成 元 组 :4 = {gi | (a',aj) 是 K\TKx 有 序 1 维 单 形 } 
关系 组 : B = {gij9jk9 记 1(a',07 ,a*) 是 KK\TK 有 序 叭 单 形 } 
另 一 方面 mi(| 工 |,a9) * mi(| M lao) 有 以 下 生成 元 组 C 和 关 
系 组 万 : 
生成 元 组 C = {gi 1(oi oj) 是 ZN 有 序 单 形 } U 
{his | (as ai) 是 M\Tw 有 序 单 形 } 


关系 组 : DD = (ogg | (ai ei,a*) 是 5\TL 有 序 2- 单 形 } U 
{PszjkpiL (as oak) 是 MT 有 序 2- 单 形 } 


我 们 比较 一 下 和 4 和 C,B 和 D, 因为 ZUM = K,LNM = 
N, 因此 如 果 对 于 (ai az) e N\Tw = (ZL\TL) (MN\Tw) 所 对 
应 的 giy 和 ja 看 作 相 同 ， 即 令 9 = hiy 当 (eur) e NNTw， 
则 C 和 4 将 有 一 一 对 应 关系 ， 而且 B 和 D 也 随 之 有 一 一 对 
应 关系 ， 因 此 zi(| KK 1,a9) 一 mm 人工 |,ao)* mi(| M |,a0) 再 加 
土 关 系 {(i (gy) (fg;) 1! | 9i; € ml] N J, on)}. 
.94. 


推论 2.20 以 上 定理 中 ,车 更 进一步 有 | NN | 单 连通 ， 则 
m(l Kl,a) Sm} Ll,a) «mll M |,a') 


例 2.21 zi(S1V 31 兰 m(91*xi(SL) 再 用 归纳 法 可 得 
出 xlSTV VS Em(Sl) > yl(S1) 兰 2rx.…#Z. 这 
个 结果 和 例 2.14 一 样 . 

例 2.22 道路 连通 多 面体 | KK | 的 双 角 锥 5 | K | 是 单 连 
通 的 . 

证 ,容易 说 明 S1K | 道路 连通 ， 另 外 3 | 天 |= Cy,|K| 
UC- | KK 1, 即 上 半 锥 和 下 半 锥 的 并 集 ， 因 此 zi(S | 政 |) 涯 
mAC+ | 天 人 kt(C- | 瑟 信 再 加 上 某 些 关 系 . 但 是 锥 形 可 缩 ， 
因此 mtC+ | KD)=m(C_- 1 下)=0, 故 mm(S| 正门 =0， 

Van Kampen 定理 2.19 还 有 以 下 更 重要 的 推论 . 设 |K | 
是 道路 连通 多 面体 ， a = aoal...ana0 是 K 的 闭 梭 道 ， 其 
中 相 邻 顶点 都 不 相同 ， 将 圆周 S1 作 n 十 1 等 分 ， 等 分 点 为 
加 ,中 ", 令 f:51 一 | KK | 为 映射 使 f{5) = ai 且 将 弧 
bbi+1 连续 的 映 成 单 形 (ai,aiti). 设 六 =| KiUy 瑟 是 |K| 
和 EE? 的 不 相交 并 集 再 将 每 个 ze 51 与 f(z) el KK | 精 合 而 
得 的 商 空间 ， 蕊 =| KK | UyEE? 称 为 由 | 下 | 治 楼道 a 粘贴 一 
个 贺 盘 ， 有 许多 空间 可 以 通过 这 种 方式 得 到 . 


推论 2.23 设 瑟 如 上 , 则 mi( 芳 ,a?) 是 zm(| 下 |,a) 再 增 
加 一 个 关系 bla] 所 成 的 群 ， 其 中 w(K,a?) 全 ff 1,09) 
如 定理 2.7. 
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证 , 设 工 为 B? 的 前 分 如 上 图 , 使 在 E? 的 边界 5S1 上 , 工 构 
成 一 个 棱 道 码 耻 如.…b"BP. 下 面 给 出 三 的 剖 分 , 设 人 是 抽象 
复 形 , 它 由 拓 种 工 的 抽象 化 将 顶点 a 和 六 右 合 (0 <7 7). 
这 样 ， 自动 的 抽象 单 形 (a",a"?1) 和 (5",b"*1) 登 合 ， 此 外 没有 
别 的 单 形 相 春 合 . 

因此 ,车 NN 是 W 前 几何 实现， 则 | 入 | 衬 关 , 从 而 六 
是 和 的 谢 分 .选取 工 中 单 形 o = (如 cc), 如 图 中 阴影 ， 
并 且 令 Y =| Ne |， 因 此 天 到 NaclulEo | 而 
IN-o|n|K(lo)1=5, 由 定理 2.19, mi(X， a)= na) 
ma 人 ff 下 (o) |,a?) 再 加 上 关系 组 


{(id)( 训 0d)-! | d 是 mi(|5D) 的 生成 元 } 


但 是 | K(o) [= o 可 缩 ，m 人 | K(0) 人 = 0, 而 mi(lzl) 涯 
mi(S1) 宇 2 由 0[8] 生成 ， 其 中 6 为 楼 道 8 = bclc280. 因此 
A(XX,a0) 一 Ti(2 ao) 再 加 上 一 个 关系 99], 其 中 0: (No, ao0] 
一 ”mall 一 |,ao)， 

另外 , 由 于 | 上 |= B2 是 凸 集 , 存在 形变 收 纺 p:Y 号 | KK | 
从 而 px: mYa) 一 Ali EK |,ao) 为 同 构 ， 而 经 过 ps,8[8] 变 
成 9[al. 推论 因此 得 证 . 

例 3.24 设 MM,K 都 是 $1 的 剖 分 如 下 图 所 示 . 


IMlss'! | 1K|s5' RP-|K|UE’ 


天 | M |-3| KK | 为 映射 使 f(b9) = oo, = a,f(B) = 
a2, (53) = ao, f(b4) = al,f(65) = o2， 且 每 段 弧 映 成 相应 
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弧 段 ， 则 RP2 =| KK | UyE?, 即 由 | KK | 沿 着 闭 棱 道 a = 
aoala2a0ala2e0 粘贴 一 个 加 得， 由 推论 2.23， Xi(RP?) = ml 
五 上 再 加 上 关系 bal]， 但 是 mK|) 衬 m5!) 举 ZF 由 
9[8],8 = aola?a0 所 生成 ， 因 此 ni(RP?) = Gun{fb9;b[al} = 
Gp{0[8]; [0°} = 2Z2. 

例 2.25 设 K 为 SV S51 的 剖 分 , 简单 的 记 为 KK 由 两 个 
以 a? 为 基点 的 闭 楼 道 ,bo 所 组 成 ， 如 图 所 示 . 


9 9 
. 0 Eh AAA b) 
bs 《AAA 
31 1 天 |=SIVS2 [xluE?’ 


设 产 S -| K | 为 映射 使 f(S1) 为 KK 的 闭 核 道 a = 
by6267 bz, 即 了 将 51 的 第 一 个 四 等 分 弧 段 映 成 闭 楼 道 六 ,第 
二 个 四 等 分 弧 段 映 成 如 , 第 三 个 映 成 杂 1, 第 四 个 里 成 加, 则 
半 一 | KK |UyE? 就 是 Klein 瓶 ， 如 上 图 所 示 . 

由 推论 2.23, Klein 瓶 天 的 基本 群 m1(X) = xi(| KK 再 
加 上 一 个 关系 9[a]. 因为 ma 人 | K |) = Gp{b,b2} ( 见 例 2.14)， 
因此 zj(X) = Gp{Bb, bz; bib2b7 bo}. 

以 上 给 出 了 基本 群 的 计算 方法 及 一 些 例子 . 下 面 利用 一 些 
空间 计算 结果 给 出 一 些 应 用 . 这 些 应 用 都 采用 了 代数 拓扑 的 由 
型 方法 , 可 以 看 出 它 比 其 他 数学 分 支 的 方法 有 一 定 的 优越 性 . 

首先 是 区 别 空间 的 伦 型 , 由 于 基本 群 是 伦 型 不 变量 ,因此 
车 两 个 空间 的 基本 群 不 同 构 ， 则 空间 的 伦 型 就 不 相同 ， 当 然 也 
互 不 同 胚 . 

定理 2.26 (1)S! 不 同 伦 等 价 于 S*(n > 1); (2)S1 x 8S1 不 
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同 伦 等 价 于 52. 

证 ， (1) 因为 ri(S1 x 91) 宕 2 而 阅 (9"] = 0, 故 3 不 
同 伦 等 价 于 S*(n > 1). 

{2) 因为 ri(S1x 3SH 宕 2 田 刀 mntf93) 一 0, 故 3Lx3Sl 不 
同 伦 等 价 于 52. 

Brouwer 不 动 点 定理 是 在 微分 方程 等 分 支 中 有 广泛 应 用 
的 定理 . 它 有 许多 证 法 ， 都 比较 麻烦， 而 代数 拓扑 证 法 则 是 很 
简洁 漂亮 的 ， 下面 用 基本 群 来 证 明 2 维 圆 盘 的 Brouwer 不 动 
点 定理 ， 

定理 2.27(Brouwer) 任意 映射 f: B? EB? 有 不 动 点 ， 
即 至 少 存在 一 点 TE EB? 使 f(z) 二 工 

证 ， 用 反 证 法 . 设 f: 本 二 辟 没有 不 动 点 ， 即 对 任 了 E 
E?, f(x) 关 z， 延 长 有 向 线段 f(z),z 交 BR 的 边界 于 r(z) 
点 ， 则 有 对 应 7: B2 一 3L， 容易 证 明 + 连续 (习题 ), 而 且 


Tr {si= lg1. 


rx) 


这 就 是 说 > 是 收缩 ， 31 是 2 的 收缩 核 ， 这 将 是 不 可 能 
的 ， 设 记 Si 一 百 2 为 内 射 ， 则 有 ri = 1s1, 从 而 导出 的 同 态 


West 一 1:mm(5S1 乌 m{E) 3 mi(9]] 


因为 E? 可 缩 ， T(E?) 一 0， 故 reix = 0, 了 矛盾， 

高 等 代数 中 的 代数 基本 定理 ， 在 历史 上 有 许多 不 同 的 证 
法 , 大 多 是 很 复杂 的 . 现在 用 基本 群 给 出 它 的 一 个 很 简单 的 证 
明 . 

. 98 . 


定理 2.28( 代 数 基本 定理 ) 设 C 表示 复数 域 ， 
f{2) = a0z" a 十 十 on EC 


是 n> 1 次 复 系数 多 项 式 ， 则 存在 zeC 使 f(z0) = 0. 
证 ， 因 为 ao 关 0, 用 ao 除 多 项 式 可 使 最 高 次 项 系数 为 1 
而 不 影响 定理 结论 .因此 不 妨 设 


ja) 一 im 十 az 1 二 十 on zzECER 


假设 对 任 z EC 有 f(z) 关 0, 令 (注意 到 51 {ze Cl|zl 二 1}) 


fitz) 
fa 

z+taz"l+ .+ to, 
1zr + torznl + + tna ||’ 


并 且 记 ge(z) = G(z, 引 ,ha(z) = 惠 (z, 如 . 因此 有 go 全 gu, ho 多 
hi. 但 是 91 = 有 i, 因此 go ~ ho. 注意 到 go:; S1 一 81 是 常 什 
映射 ， 而 ho: S1 5S1 有 ho(z) = z*. 下 面 将 导出 矛盾 . . 

令 aT 二 51 为 a( 引 =e2rtt 则 [a 是 m(S1,1) 宇 2 的 
生成 元 ， horla] = [hoa]; 其 中 hoa(t) = alt)"*, 因为 51 是 拓 
扑 群 ， 由 $1 习题 ? 可 知 ， [hoa] = nlal. 

另 一 方面 由 0 二 ho, 存在 五 :SLXT 一 381 使 F(z,0) 二 
90(z), (z,1) = ho(z). 令 w: 了 二 51 为 w{ 直 j= FF(1,t}， 则 容 
易 证 明 hos = w#9or, 从 而 na] = hos[a] = wk#kgos[a] = 0( 因 为 

go0 是 常 值 ), 6 = 0 了 矛盾. 


“GSlxI 5!, G(z,t)= z€ES!,tel . 


H:SixT — 51, H(z,t) = zES!l ,tel 


习 题 
1. 试 给 出 平 环 的 一 个 剖 分 , 并 用 楼 道 群 计算 它 的 基本 群 . 
2. 计算 S"V Sm 和 +n 维 环 面 $1 x ... x 51 的 基本 群 . 
3， 计 算 环 面 S1 x 51 去 掉 一 个 2 维 单 形 内 点 后 的 基本 
群 . (提示 : 利用 Si v 5S! 是 它 的 形变 收缩 核 ) 
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4. 在 例 2.25 中 ，Klein 痊 下 的 基本 故 An1(X) 一 Gp{bi, bo; 
bib2b7 bz}. 证 明 ， 名 生成 的 子 群 是 正规 子 群 且 对 它 的 商 群 是 
无 限 循环 群 ， 再 证 明 扩 生成 的 群 是 无 限 循环 群 . 

5. 试 作出 它 的 基本 群 是 模 n 整数 加 群 Z 的 空间 . 

6. 设 | 玉 |= SiV SliV S51Y S1,w; 是 绕 第 i 个 S51 走 一 较 
的 闭 棱 道 (i = 1,2,3,4). 并 设 基 和 了 是 由 | 下 | 沿 闭 棱 道 


OQ = FW 


FB = wi * wa * wa PE Tr re Te 


类 上 一 个 圆 盘 所 得 的 空间 ， 证 明 : mi(X) 衬 zi(YY. 

7, 试 证 明 以 下 对 一 般 拓扑 空间 的 Van Kampen 定理 的 特 
殊 情 况 ; 设 天 = AUB, 4 与 B 均 为 单 连通 开 集 号 4MB 道 
路 连通 ， 则 苹 也 是 单 连通 . (提示 直接 证 上 闭路 零 伦 ) 

.8. 着 空间 外 使 得 任意 贞 射 f: 芒 一 > 下 有 不 动 点 ， 称 下 
为 具有 不 动 点 性 质 的 空间 . 证 明 若 革 具 有 不 动 点 性 质 ， 有 4 是 
天 的 收缩 核 ， 则 4 也 具有 不 动 点 性 质 . 

9. 证 明 ， 半 开 区 闻 [a,5) 不 具有 不 动 点 性 质 . 

10， 设 映射 f:S1! 一 51 没有 不 动 点 ， 则 f 法 g, 其 中 
31 一 91 为 对 答 映 射 g(x) = ~z( 任 ze 5S1)， 利用 S$1 的 
“ 八 面 形 前 分 ”再 证 明 :m1(S1,a0) 一 mi(S1, f(a9)) 为 同 构 . 

11, 已 给 两 个 实 变量 连续 函数 所 (2,), (3, 放 ). 设 让 好 
地 RR 定义 为 f(z,Y) = ( 闻 (4;) 十 2 局 (3, 贡 十 胃 ) 且 使 了 (EB2) 
C 本 .证 明 ; 方程 组 而 (z, 四 = 0, 思 (x, 四 = 0 在 如 中 有 
解 . 


83 应 用 ， 覆盖 映射 和 覆盖 空间 


作为 应 用 ， 本 节 将 讨论 一 类 覆盖 映射 p: EE 一 B, 它 是 从 
覆盖 空间 请 到 丫 空 间 B 的 映射 . 基本 群 在 处 理 覆 盖 了 映射 的 某 
些 性 质 及 分 类 中 起 了 重要 作用 ， 
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定义 3.1 空间 玉 ,B 之 间 的 上 映射 py 太一 B 叫做 稚 盖 映 

射 , 如 果 对 B 的 每 点 b, 存在 B 的 道路 连通 开 集 U 使 be U， 
而 且 将 p 1(U) 的 每 个 道路 分 支 同 胚 的 满 映 区, 此 时 吾 叫 
做 徐 盖 空间 , BB 叫做 底 空 间 . 而 以 上 的 开 集 U 思 做 可 许 令 
- 域 , p™1(U) 的 每 个 道路 分 支 叫 艇 它 的 一 个 片 . 
”” 例 3.2 实 直 线 忆 是 单位 圆周 51 的 覆盖 空间 , 其 覆盖 映射 
R51 为 p(t) = et = cog2nt+isin2nt, te Rl. SI 
的 任 一 开 弧 都 可 以 作为 可 许 邻 域 . 特别 地 ， 对 1 € 51, 取 可 许 
邻 域 品 为 Si 上 由 一 i 到 i 的 开 弧 ， 则 p10) 二 Ut% (tn 一 
nn 十 拉 , 容易 看 出 ，p 将 p-1(U) 的 每 个 片 (n 一直 nm 十 了 同 
胚 的 对 射 到 UD. 

例 3.3 n 维 球面 5S? 是 射影 空间 RRP" 上 的 覆盖 空间 ,其 
狠 盖 映射 就 是 商 映射 p: 5" 一 RP", 其 中 plz) = 四 ,> € Sn 
对 p(2) E RP" 取 以 4 € Sn 为 极点 的 5S" 中 开 半 球 已 , 则 
p 1p(Uz) 是 Us 和 另 一 个 以 ~z 为 极点 的 开 半 球 Us 的 不 交 
并 集 . 因此 p(Uz) 是 RP" 的 开 集 ， 而 且 p 分 别 将 Us 和 UU_。 
的 同 胚 映 满 p(U。),p(Us) 是 可 许 邻 域 . 

下 面 我 们 讨论 效 盖 映射 的 一 些 基本 性 质 , 首先 是 以 下 的 提 
升 唯 一 性 定理 . 

定理 3.4 设 p:{E,e0) ~ (B,bo) 为 保 基点 的 终 盖 映射 ， 
f; (X20) 一 (B,bo) 为 任 一 映射 并 和 假设 无 连通 ,如 果 吾 局 部 
道路 连通 且 存 在 映射 户 : (X,z0) 一 {Eeo) 使 pf' = f( 此 时 称 
广 为 的 提升 ), 则 它 是 唯一 的 . 

证 : 设 另 有 广 :(X,zo) 一 (Beo) 使 p 关 = 了 令 4= 
{zeEXIf(z)=f (0)},D= {rEX| f(z) #7 (7))}, 则 NX 
是 4 与 DD 的 不 交 并 集 ， 下 面 证 明 4A, 也 都 是 开 集 ， 从 而 由 其 
的 连通 性 导出 DD 空 而 4 = 天. 

对 21 Eh, f(z1) 二 了 (21). 取 f(z1) EB 的 可 许 邻 域 U， 
则 f(z1) = 三 (zi) 属于 p-1(U) 的 一 个 片 V. 因为 EE 局 部 
道路 连通 ， 因 此 开 集 p~1(U) 的 道路 分 支 了 是 互 的 开 集 { 习 
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题 ， 可 参见 第 一 章 86 习题 10, 11) 从 而 ( 户 )-1V)0 (CI 
是 含 zl 点 的 天 中 开 集 . 对 ze (PiIVY)In(f -IO ,P(z) 
和 矿 (z)] 都 在 V 中 , 且 pf'(z) = pf (z)， 因为 p 将 V 同 
凸 的 映 满 避 , 因此 产 (x) = 产 (zx), 即 x E 4， 因 此 ， zi 6 
(fnF IF) C 4， 4 是 开 集 . 

对 zi E D, f(z1) 关 了 (z1), 因此 P(zi) 属于 p-!1(U) 的 
一 个 片 仍 ,而 扩 (z1) 属于 p-T(U) 的 另 一 个 片 访 . 类 似 可 证 ， 
(F)-1V)N( 产 )-1(Vw) CD 是 zi 的 开 邻 域 ， 从 而 推出 万 是 
开 集 ， 证 毕 . 

定理 3.5 设 p: (EB,e0) -+ (B,bo) 为 覆盖 映射 且 避 局 部 
道路 连通 ,车 4: 了 -下 曙 是 B 中 起 点 为 bo 的 道路 ， 则 存在 到 
中 唯一 的 起 点 为 eo 的 道路 w: 了 一 巨 使 pw = 入 
证 ， w 的 唯一 性 可 由 定理 3.4 得 出 ， 下 面 证 明 w 的 存在 
性 . 

情况 1: 屏 将 整个 工 映 到 bo 的 某 个 可 许 邻 域 UU 中. 设 eo 
属于 p71(0) 的 某 个 片 V, 而 从 区 一 站 为 同 胜 Pjyr:y 二 U 
的 逆 ， 则 w= Gu: 了 一 VCE 为 所 求 的 4 的 提升 . 

一 般 情 况 , 由 覆盖 映射 的 定义 , 存在 B 的 开 覆 盖 {U6jsep 

使 每 个 思 为 可 许 邻 域 ， 因 此 {wu-!1(h)}ves 是 工 的 开 禾 盖 ， 

由 了 紧 ， 存在 Lebesgue 数 5 > 0， 将 了 了 分割 为 0 一 加 < 
在 16 = 0,1,...,n 一 1), 则 
u 将 每 个 区 间 [ti,t+1] 映 到 某 个 可 许 邻 域 砚 中 . 由 情况 1， 
凤 | 加,#1]: [0,t] -> BB 存在 提升 wi: [0,] 一 芒 使 wi(0) = env. 
归纳 假设 4 | [0, 可 : [0, 妇 一 BB 已 存在 提升 :|0, 蕊 一 至 
使 (0) = eo， 那 么 由 情况 1, 可 以 作出 4 上代 , 丰 +1] 的 提升 
itl [tit1] -五 司 Wi) 二 wi(i)- 将 te 和 wiiti 粘 合 
在 一 起 就 得 到 2 | [0,4ti] 的 提升 wir1, 从 而 完成 了 归纳 法 ， 
an 二 wW: 了 二 [0 如 ] 一 吾 为 所 求 ， 证 毕 ， 

定理 3.6( 覆 盖 同 伦 定理 】 和 { 百 ,eo) 一 (B,b0) 如 同 定理 
3.5 中 所 述 ， 设 Y 为 紧 度 量 空间 ， f: (Y,yo) 一 (B,bo) 为 映 


' 102 ， 


射 使 得 它 有 提升 f':(Y,yo) 一 (EB,e0), 即 pf' = 六 则 对 满足 
”FF(y,0) = f(y) 的 任 一 个 同 伦 F:Y x 了 一 B, 存在 下 的 提升 
FI:Y x 了 一 百 使 对 任 yYEY 有 FF(y,0) = fy). 

证， 和 定理 3.5 的 证 明 类 似 ， 存 在 B 的 由 可 许 邻 域 给 成 
.的 开 覆 盖 {Usjves, 从 而 {1(06)} 是 紧 度 量 空间 了 x 了 的 开 
覆盖 ,具有 Lebesgue 数 6 > 0. 因此 对 每 个 yeEY 可 找到 开 邻 
域 N, 和 了 的 分 割 0=t0 < 机 <…<th 二 1( 依 赖 于 仍 ,使 F 
将 和 Ny x 应, 二 +1] 映 到 某 个 可 许 邻 域 Vs 中 ， 利 用 和 定理 3.5 中 
类 似 的 归纳 法 ， 存 在 F: Nj x 了 一 B 的 提升 F:N,xI 一 呈 
使 对 任意 YE Ny 有 FF{y,0) = 了 (中). 
对 yy EYF 在 和 Ny xI 和 Ny: x 了 的 两 个 提升 在 my, Nn 
Auy)xT 上 是 一 致 的 . 理由 是 :对 加 E NynNy, 我 们 有 F|nxI 
的 两 个 提升 使 在 (所 ,90) 点 上 两 者 一 致 ， 由 提升 唯一 性 定理 及 
轧 x 了 连通 可 知 产 | 加 x 了 的 这 两 个 提升 相等 。 因 此 我 们 可 以 
将 五 的 所 有 在 mw x I(y E Y) 上 的 提升 粘 合 在 一 起 得 到 所 要 
求 的 下 :YY x 了 一 五 . 证 毕 ， 
推论 3.7 设 p:(B,e0) 一 (8,b) 如 同 定理 3.6, ,6: 了 一 
已 为 道路 使 二 (0) = B(0). 如 果 pE 之 pB rel 01, 则 丈 厅 几 
有 相同 终点 而 且 世 人 rel 0,1. 

证: 设 bo, 为 pt,pB 共同 的 起 点 和 终点 , 存在 同 伦 日: Ix 
I B 使 H(—,0) 一 pa, H(—, 1) 一 pp, 而 HI(0,t) = bo 
HH(1,) = 六 ,由 定理 3.6, 存在 互 的 提升 豆 :7x7 一 已 使 
吾 (0,0) = eo,p 百 = 末 如 和 五 (--,0) 都 是 pa 的 提升 , 且 有 相 
同 的 起 点 eo, 由 定理 3.5, 增 = 再 ( 一 ,0). 类 似 的 有 瑟 (-,1) = 万 

下 面 证 明 互 (0, 一 ) 和 互 (1, 一 ) 都 是 常 值 道路 . 因为 HH(0, 一 ) 
是 常 值 道路 互 (0, 一 ) 的 提升 使 互 (0,0) = eo, 由 道路 提升 唯一 
性 可 知 常 值 道路 的 提升 必 是 常 值 道路 . 类 似 的 ， 互 (1 一) 也 是 
常 值 道路 ， 所 取 的 唯一 可 能 的 值 为 5(1) = 互 (1,0) = 豆 (1,1) 

.= B(1), 即 区 ,B 有 共同 的 终点 . 显然 吾 是 豆 ~ 万 rel 0,1 的 
同 伦 ， 证 毕 . 
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推论 38 设 p:(E,e0) 一 (加 ) 如 同 定理 3.5 所 述 ， 则 
了 :TI( 五 ,ceo) XT1(B,bo) 是 单 同 态 . 

证 ， 由 推论 3.7 直接 得 出 ， 证 毕 . 

以 上 我 们 讨论 了 B 的 道路 可 以 提升 到 覆盖 空间 如 的 河 
题 . 下 面 我 们 考虑 一 般 映射 f: (XX,x0) 一 (B,50) 什么 时 候 有 提 
升 , 这 时 基本 群 将 起 重要 作用 . 首先 , 若 f 有 提升 f': (X, zo) 一 
{E, eo), 即 pf = f, 则 有 f(T (X, £0)) = pasfs {mlX, x0)), 从 
而 有 所 (Ti (XX,20)) C pr(m( 思 ,eo)). 我 们 指出 ， 对 适当 的 无 ， 
这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 这 就 是 以 下 定理 . 

定理 3.9 p: (BE,e0) 一 (B8,Bbo) 如 同 定理 3.5 所 述 . 设 天 
道路 连通 且 局 部 道路 连通 ， 则 任意 映射 f: (X, zx0) 一 (局 ,了 ) 
存在 提升 让: (XX,x0) 一 (EB,eo) 当 且 仅 当 天 (mi(Xzo) C 
Bu (Ti(E, en)), 

证 ; 必要 性 是 显然 的 ， 为 证 明 充分 性 ， 我 们 构造 了 的 提升 
天 (0) 一 (E,e0) 如 下 ,对 ze 区; 任 取 由 zo 到 z 的 道路 
2: 一 三 . 由 定理 3.5, 存在 道路 fw 的 提升 天 了 一 吾 使 于 = 
fu. 令 f(z) = (1), 我 们 需要 证 明 f(z) 的 定义 不 依赖 于 & 
的 选择 . 若 另 有 出 zo 到 5 的 道路 v0 了 一 让 , 则 4v-1l: 了 一 天 
为 以 zo 为 基点 的 闭路 . 由 设 [ux*v 1 E pr(mi( 玉 ,eo)), 即 有 
六 路 w:7 一 已 使 ffu*r fo] 一 和 区 ] = [pw], 从 而 有 某 个 闭路 
wo 了 一 已 使 7a* fv = pw. 因此 车 fu = pu fv = p75, 则 必 
有 到 1 = 环 1 证 明了 天 :天 一 瑟 唯 一 定义 . 

下 面 证 明 站 : 一 巨 的 连续 性 . 对 zx EX 和 f(z) 的 
开 邻 域 V, 取 f(zx) = pf(z) 的 可 许 邻 域 Uy(z), 则 "(zx) 属于 
pra) 的 某 个 片 V' 令 U = p(V NVN. 因为 p: EE 一 BB 是 
开 映 射 (习题 ), 则 UV 为 开 集 且 吕 C Tree, 从 而 f-1(U) 是 六 
的 开 集 : 因为 ze f1(UV) HH 革 局 部 道路 连通 ,因此 存在 zx 的 
开 邻 域 W, 使 W 中 任意 两 点 可 由 f-1(U) 中 的 道路 连接 ， 只 
需 证 明 产 (W) CV, 即 可 得 出 了 连续 . 

对 ZE 全, 为 天 的 由 <zo 到 zi 的 道路 ， 而 到 工 一 将 
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为 fu 的 提升 ， 因 此 f(z1) = ET)， 现 在 x,x1 € W 存在 
广 !(Z) 中 由 zl 到 > 的 道路 1: 了 一 f(D0), 而 fu 的 提升 
为 到 :了 一 到 站 7 因此 px* pu 二 fur fu = xda 从 
而 有 了 产 (z1) = (1) = 三 (0) EY. 证 毕 . 

定理 3.9 将 能 够 给 出 B 的 两 个 覆盖 空间 什么 时 候 是 同 胚 
的 痢 断 .关于 B 的 覆盖 空间 的 分 类 ， 我 们 将 得 出 ， B 的 两 个 
蓝 盖 空间 是 同 有 是 的 当 且 仅 当 它们 次 定 rm1(B, bo) 的 同一 个 子 群 
的 共 思 类 . 

定义 3.10 由 覆盖 映射 p1: Bl 一 瑟 到 pz:E2 一 昌 的 同 

态 是 一 个 映射 太古 一 Ez 使 poh = pi. 以 上 的 天 叫做 同 构 ， 
如 果 更 进一步 有 疡 是 同 蚌 . 

定理 3.11 设 也 ,Ez 都 是 道路 连通 且 局 部 道路 连通 ， 
(有 el] 一 (B,bo) 和 2:( 芒 ez) 一 (B,bo) 为 覆盖 映射 , 则 
存在 同 构 h: i 一 Ez 使 h(e1) = ez 当 且 仅 当 msrrfBayel) = 
PorT1l( Ea, e2). . 

证 ; 必要 性 是 显然 的 . 对 于 充分 性 , 由 定理 3.9, 存在 pi: El 
地 B 的 提升 h: Bi 一 Bo 使 poh = pi 且 hle1) = e2. 同样 由 
定理 3.9, 存在 pz: Ez  B 的 提升 g:B2 一 已 使 pg=po 且 
9(e2) 二 61. 因此 pigh 二 poh = 二 p11g1. 因为 gh 和 1g, 在 el 
点 上 一 致 ， 由 提升 唯一 性 定理 得 出 gh = 1g,. 同 理 hyg = 1p,， 
从 而 h: El 一 2 是 同 胚 .证 毕 ， 

定理 3.12 设 轧 , Ba 都 是 道路 连通 且 局 部 道路 连通 的 . 
覆盖 映射 pi: Ei 一 B 和 p2: BE2 二 B 是 同 构 的 当 且 仅 当 对 任 
意 el € pi (bo),e2 € pz (bo0), pmi(Biel) 和 parri(B2,e2) 属 
于 XA1(B, bo) 的 同一 个 子 群 的 共 罗 类 . 

证 : 注意 到 群 G 的 子 群 瓦 , 兵 是 共 思 的 当 且 仅 当 存在 YE 
G 使 吾 =z-1Kz. 因此 必要 性 是 要 证 明 存在 x € ri(B,bo) 使 
paxT1(B2,e2) = ZL[piern 人 本 ,ez. 由 设 ， 存 在 同 构 hE 一 
到 使 pzh 二 pi 且 hle1) = es, 从 而 由 定理 3.11, pis7T1(E1, el) 
二 pari1(B2,e2). 设 认 了 一 Ez 为 由 62 到 ez 的 道路 ， 由 定理 
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1. 14, XI1(B2,e2) 二 tu#[r1(B2,e5)], 其 中 u#[a] = [ul # a * ou], 
内 此 


parrilB2,e2) = poru#lri(B2, eS) 
= [pou] lp2rri( Ba, es)][p2dd 
二 [psu] [pisT1 (Bi, e1)] [pz 


下 面 证 明 充 分 性 .由 设 ， 存 在 BB 的 以 如 为 基点 的 闭路 
27 一 及 使 Psml( 杞 ,ea) = [ej-!fpuwmi(B1,e1)][a]， 由 道 
路 提升 定理 ， 存 在 a 的 提升 二 了 一 万 使 (0) = el 而 
e= ED € pi (bo). 与 必要 性 中 的 证 明 类 似 ， Pm Bo) = 
pia] pm Be)l pd) = (al-llpin (Bi,e)) la] = 
T(E2,e2), 从 而 由 定理 3.11, 存在 同 构 h: Bi 本 使 pah =p1 
且 hle) = ez, 证 毕 . - 

. 车 B 为 拓扑 空间 ， 总 有 覆盖 空间 使 其 对 应 于 整个 基本 和 群 
外 (B, bo) 前 共 配 类， 这 就 是 恒 等 覆 盖 肌 射 1p: B 8B. 在 另 
一 极端 ， 存 在 对 应 于 mi(B, bo) 的 平凡 子 群 0 的 共 配 类 的 覆盖 
空间 ， 我 们 将 称 之 为 泛 覆 盖 空 间 ， 例 3.2 和 例 3.3 中 n>2 了 时 
的 覆盖 空间 五 和 S* 都 属于 这 种 情形 . 

定义 3. 13 设 台 为 空间 ， 覆盖 映射 p: 也- B 叫 做 泛 覆 羡 
映射 ， 如果 吾 是 单 连通 的 ， 此 时 称 户 为 8 的 泛 覆 盖 空 间 . 

B 的 泛 覆 盖 空 间 的 存在 是 有 条 件 的 . 若 六 器 是 泛 镍 
盖 且 射 ， 刚 在 B 的 可 许 邻 域 Us 中 的 闭路 必 能 在 B 中 同 伦 于 
常 值 闭路 (因为 mi B= 0). 这 是 至 存在 的 必要 条 件 . 下 面 将 
指出 这 也 是 B 存在 的 充分 条 件 . 

定义 3.14 空间 BB 书 做 半 局 部 单 连通 的 , 车 对 每 个 be B 
存在 5 的 开 邻 域 U, 使 U 中 任 一 个 以 5 为 基点 的 闭路 在 昌 中 
同 伦 于 8 点 上 常 值 闭 路. 

定理 3.15 车 B 道路 连通 且 局 部 道路 连通 且 半 局 部 单 连 

通 ， 则 B 存在 一 个 泛 覆 盖 空 间 BB. 
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证 : . 我 们 的 假设 可 导出 BB 有 一 个 拓扑 基 24， 使 的 每 个 
成 员 U 道路 连通 ， 而 且 内 射 导 出 的 同 态 rar 一 mB 是 零 同 
态 ， 即 UV 中 闭路 在 B 中 同 伦 于 常 值 闭 路 . : 

选 定 和 € B, 考虑 B 中 所 有 以 如 为 起 点 的 道路 : 称 这 种 
道路 a ~ 6, 车 a(1): =P(1), 且 a~p rel 0,1. 令 (a) 表示 
道路 a 的 等 价 类 , 而 月 是 所 有 这 些 等 价 类 (a) 的 集合 .定义 
p:B>B 为 pla) = all). 

对 B 的 拓扑 基 2 的 每 个 成 员 上 使 a(1) EU, 令 (a,0) 是 
B 的 子 集 , 它 由 所 有 (a) 组 成 ， 其 中 全 二 ax*a/ 是 可 中 道路 使 
ca (0) = a(1). 我 们 证 明 上 B 的 子 集 族 {(a,U) | Ue WU} 构成 户 
的 拓扑 基 ， 从 而 使 户 成 为 拓扑 空间 . 设 (7) € (a, Un (8,V), 
则 XY(1) Ee UNYV, 而 且 Y 之 axa' 之 BxB' rel 01, 其 中 op 
分 别 为 U,V 中 道路 使 a'(0) = a(1), 8'(0) = B(1). 因为 到 
是 拓扑 基 tf 的 成 员 ， 因 此 存在 W EM, 使 7(1) EeWCoUNV, 

| 因此 (y, W)C (o, UNGB VY. 

下 面 证 明 和信 万 -如 是 覆盖 映射 由 B 的 构造 ， 有 以 下 两 
点 成 立 ，(1) 对 每 个 0 EU 使 a(1) € Up | (a,U): (a UU 
叉 单 又 满 。 (2) 对 于 UEMUM,be DU,p-1(U) 是 使 p(a) =。 的 
所 有 (a,U) 的 并 集 ， 而 且 这 些 (a,U) 互 不 相交 .， {1) 的 证 
明 是 容易 的 ， 留 给 读者 去 做 . 对 于 (2), 显然 zi-1(Z) 含有 这 个 
并 和 集 . 反之 , 设 (oj E op 1(D), 即 a(1) e DU. 内 为 UU 道路 连 
通 ， 存 在 U 中 由 a(1) 到 5 的 道路 oa, 则 (@) = ((ax ao)# 
eeE(arasyD) 而 paran) = 5 为 证 明 这 些 (a,0) 互 不 
相交 , 只 要 证 明 如 果 有 7E (oa， Zn(p， 加), 则 {o U) = (8, 0). 

由 YE (m0),Y 守 a*al rel 0,1, 其 中 oi 为 5 中 道路 使 
a'(0) = a(1). 对 于 5€ (a,DU),6 axol rel 0,1, 其 中 of 
为 U 中 道路 使 (0) = al1), 因此 5 之 xo #o ltor ~ 
Te lyeo' rel 0,1, 从 而 (6) < (%,0),(a,U) C (y,U) 类 
似 可 证 (Y,U) C (oa D)， 从 而 有 (Y,0) = (oa 站) 同样 的 ， 由 
YE (8, U0) 可 得 出 (?， UV) = (B, 吕 ), 从 而 有 (oa U) = (6, U). 
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由 (人 引 可 知 产 号 BB 连续 ,从 而 由 (1),p| (a,U): (a DD)» 
U 是 又 单 又 满 的 喘 射 我们 推断 p | (a,U) 是 由 {a,0) 到 
U 的 开 有 映射、 因为 (av Z) 的 开 集 是 一 些 【6,V) 的 并 集 ， 其 中 
VCU, 而 且 V EU, 因此 由 (1) 得 出 (p | (a,U) 是 开 映 射 ， 
从 而 P| (a,): (a,U) 一 芝 是 同 胚 ， 因 为 六 道路 连通 ， 因 此 
(a,U) 也 道路 连通 ， 另 外 由 (2) 得 知 这 些 (a, DZ) 互 不 相交 , 因 
此 每 个 UE U 是 B 的 可 许 邻 域 ,证 明了 p: 记 ~; B 是 覆盖 映 
射 ， 

最 后 证 明 如 单 连通 设 ck。 是 B 的 在 如 点 的 常 值 闭 
路 ， 对 任意 (o), 我 们 证 明 存 在 B 的 道路 本 了 一 请 连 结 (cwo) 
和 (oa), 从 而 电 道路 连通 .对 s E 了 定义 G(s) = (as), 其 中 
Qsi 了 地 日 为 as(t} = alst}， 为 证 明 云 的 连续 性 ， 取 so 和 侠 了 
和 UU EU 使 Qso(1) = als0) ez 由 ua 的 连续 性 ,存在 
入 >0 使 当 1s 一 |< 入 时 有 aaflj = afaj E 也. 因此 这 
时 有 a(s) = (as) € (Qso; UV), 下 面 还 需 证 明 ri BB 0. 设 了 
是 昌 中 在 (cso) 点 为 基点 的 闭路 ， 记 合成 pr = a 对 于 这 个 
a, 可 做 出 如 上 述 的 丈 了 一 B, 它 满足 pa = qa， 由 提升 唯一 
性 定理 豆 =7 是 已 中 闭路 ， 因 此 (e) = (0) = (css),， 从 而 
之 ct rel 01， 再 由 同 伦 提升 定理 可 知 元 = r 等 伦 ， 证 
毕 . . 

定理 3.16 设 G 为 m(B,bo) 的 子 群 . 车 B 道路 连通 
局 部 道路 连通 且 半 局 部 单 连通 ， 则 存在 B 的 覆盖 空间 记 使 
PAB, bo) = 

证 : 在 定理 3.15 的 证 明 中 ， 我 们 定义 B= {(Q) | 了 
8 使 a(0) = 如 }, 其 中 等 价 类 (a) 中 等 价 关系 是 a ~ 8 当 目 仅 
当 a(Dj = (1), 有 a~p rel 0,1, [arp ] = [cs,] € 
i(B,bo). 对 于 本 定理 ， 可 以 类 似 的 定义 妃 如 上 ， 只 是 将 等 
价 类 (a) 中 等 价 关 系 改 为 e ~ 有 当 且 仅 当 afl) = 8(1), 且 
[ax 8 e G. 那么 只 要 对 定理 3.15 的 证 明 略 作 些 相应 的 修 
改 , 完全 类 似 的 可 证 明 p: 五- B 是 覆盖 映射 且 认 道路 连通 . 最 
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后 给 出 per1( 有 ,50) = G 的 证 明 , 其 中 G0= (eso). 设 a: 了 TB 
为 以 to 为 基点 的 闭路 ，a 有 提升 也 使 (0) = 各 且 
pr = a, 其 中 &(s) = (os) 而 as:1—»B 为 as{t) = a(st). 
由 推论 3.7, [a] < pura( 且 , bo) 当 且 仅 当 (1) = a(0) =Bo. 但 
(1) = (0), (0) = (cm), 因此 [a] € p,m ($B, bo) 当 且 仅 当 a 和 ~ 
cto， 由 等 价 关系 的 定义 ，a ~ ca 当 且 仅 当 [a] = [laxci!] € G, 
因此 p,m(B, 50) = G. 证 毕 . 

以 上 我 们 得 出 了 在 一 定 条 件 下 B 上 的 覆盖 映射 可 以 用 基 
本 群 zi1(B, bo) 的 某 一 子 群 G 的 共 二 类 来 确定 ， 显示 出 基本 群 
的 力量 . 

.下面 利用 覆盖 映射 和 基本 群 ， 部 分 的 证 明 以 下 Borsuk- 
Ulam 定理 . 

定理 3.17 不 存在 连续 映射 /: S" ~ S"-1, 使 对 任意 ze 

S" 有 f(-2)= -f(z),n>1. 
”证 n= 1 时 的 结论 是 显然 的 ,我们 只 证 明 nn 二 2 的 情 
形 (n > 3 时 的 证 明和 需 用 其 他 更 加 深入 的 知识 ). 反 设 存在 映射 
f:52 一 91 使 对 任意 ze 92 有 f(z) = 一 ffz)， 考虑 到 3.3 
中 的 覆盖 映射 p: 52 -RP2 和 4q:S1 一 RP1. 因为 gf (~—2) = 
4f(z), 因此 由 p 是 商 映 射 , 存在 映射 h: RP? - RP1 使 hlz] = 
[gf(z)] zw e 5S2. 注意 到 RP! 作 81, 因此 mRP! > 2, 而且 已 
知 m1RP? 尘 Za, 因此 h 的 导出 同 态 有: mRP? -rRP1l 是 
等 同 态 ， 下 面 指出 这 是 不 可 能 的 . 

设 zo € S52 且 bo = gf(zo) 为 RP1 的 基点 . 设 a 是 
3 中 由 zo 到 -zo 的 道路 ， 则 gfa 是 RP1 中 以 如 为 基点 
的 闭路 . 我 们 证 明 [gfa] 0 Ee TRP1, bo)， 假 设 gfa ~ 
cto Tel .0,1, 则 由 推论 3.7, fa 同 伦 于 f(xo) 点 上 的 常 值 闭 
路 , 但 fa(1) = f(y) = 一 f(yo) ,因此 fa 不 是 闭路 ， 也 谣 
不 可 能 同 伦 于 一 个 闭路 ， 导 出 矛盾 ， 因 此 [gfa] #0. 但 另 -一 
方面 有 0 = hlpal] = [hpa] = [gfa), 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 我 们 
最 初 的 假设 不 成 立 ， 证 毕 . 
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推论 3.18 设 9g:52 -及 2 为 连续 映射 使 对 所 有 x E 32 
有 9~z) = -~g(z), 则 存在 zo e 52 使 g(x0) = 0. 

证 : 不 然 的 话 , 由 f(z) = g(z)/lig(z)| 定义 的 f: 52 51 
与 定理 3.17 了 矛盾， 证 毕 . 

推论 319 设 h:52 -2 为 连续 映射 ， 则 至 少 存在 一 对 . 

对 径 点 z, 一 z 使 h(x) = h(x). 

证 ; 不 然 的 话 , 由 g(x} = hw) 一 h( 一 2) 定义 的 g: 52 -RR2 
与 推论 3.18 相 了 矛盾， 证 毕 . 

习 题 

1. 映射 产 瑟 一 工 叫做 局 部 同 胚 ， 如 果 对 每 个 zE 克 存 
在 z 的 开 邻 域 辽 使 7 将 同 胚 的 映 到 FL 证 明 : 若 召 局 
部 道路 连通 ， 则 覆盖 映射 p:E-) 劝 局 部 同 胚 . 

2. 单位 贺 膨 S' = {z 是 复数 | |z| = 1}, 证 明 ， p: S81 
51,p(z) = z" 是 覆盖 映射 z 

3. 设 产 召 一 也 为 覆盖 映射 ， 则 8 的 所 有 可 能 的 可 许 邻 
域 组 成 的 族 是 B 的 一 个 拓扑 基 . 

4. 设 国 局 部 道路 连通 ， 证 明 ; 由 赛 盖 映射 py: i -> 百 
到 pz: Ez 日 的 同 态 h: Bl -> 2 也 是 材 疼 映射 . 

5. 设 ‘pi: Bi Bi,p: Es — Bo 为 覆盖 映射 证明; 
Pi X Pp2:; 如 x Eo Bl x Bs 是 覆盖 映射 

人 设 n> 2. 证 明 ， 任意 映射 f: Rp" -》S1 是 零 伦 的 

7. P: 忆 一 BB 是 覆盖 映射 使 巨 道路 连通 , 局 部 道路 连通 ， 
而 且 B 是 单 连 通 的 ， 则 p 是 同 胚 . 


“110 ， 


第 四 章 同调 群 


在 前 一 章 , 我们 已 讨论 了 基本 群 ,并 且 看 到 它 是 很 有 力量 
的 拓扑 不 变量 ， 例 如 它 足够 解决 覆盖 映射 的 分 类 问题 . 但 是 
| 下 | 的 基本 群 只 依赖 于 KK 的 2 维 架 ， 因 此 它 甚至 在 区 别 32 
和 3- 的 伦 型 时 都 已 不 起 作用 .本章 将 涉及 更 进一步 的 拓扑 不 
变量 - - 多 面体 | 天 | 的 单纯 同调 群 五,(K) 和 空间 勾 的 奇异 
同调 群 Ha(X). 它们 都 是 伦 型 不 变量 而 且 当 夸 是 多 面体 | 天 | 
时 , 奇异 同调 群 和 单纯 同调 群 在 同 构 意义 下 是 一 致 的 . 在 研究 
同调 群 的 基本 性 质 的 基础 上 我 们 将 给 出 它 的 计算 方法 , 然后 给 
出 它 的 一 些 应 用 ， 例 如 Lefschetz 不 动 点 定理 等 ， 最 后 ， 还 将 
同调 群 由 整 系数 推广 到 一 般 系数 的 情形 . 


$1 单纯 同调 群 


利用 基本 群 可 以 区 别 球面 52 和 环 面 S1 x S1 伦 型 不 相 
同 . 利用 同调 群 来 区 别 这 两 者 的 伦 型 的 直观 思路 是 这 样 的 . 球 
面 52 上 的 任 一 闭路 C 都 是 3? 上 某 一 区 域 的 边缘 ， 我 们 称 之 
为 有 冠 闭路 . 但 是 在 51 x S1 上 


除了 存在 有 和 冠 闭路 B 等 等 以 外 ， 还 存在 无 冠 闭路 4 和 As， 
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41 或 42 不 再 是 环 面 上 任 一 .区域 的 边缘 . 这 就 是 32 和 51 x 51 
不 间 胚 的 原因 所 在 . 

在 同调 群 中 ， 我 们 将 用 1 维 闭 链 (实际 上 就 是 闭 楼 道 ) 来 
刻画 闭路 ， 用 1 维 闭 链 同调 于 0 来 刻画 闭路 是 有 冠 的 .这 种 
刻画 方式 自然 可 推广 到 n 维 闭 链 ， ?二 1. 

现在 我 们 开始 精确 的 描述 什么 叫做 m 维 闭 链 以 及 怎样 才 
能 使 1% 维 闭 链 同 调 于 零 ， 首先 对 复 形 KK 的 单 形 给 出 定向 ， 

定义 1,1 n 维 单 形 og 的 nn 十 1 个 顶点 ad,al,...,a* 有 
人 n+ 1)! 个 排列 .将 这 些 排 列 分 成 两 组 ， 使 同 组 任意 两 个 排列 
相差 偶数 个 对 换 . 而 不 同 组 的 两 个 排列 相差 奇数 个 对 换 . 我 们 
称 这 两 组 为 o 的 两 个 互 为 相反 的 定向 . 单 形 o 连同 它 的 其 中 
一 个 定向 称 为 定向 单 形 . 定向 单 形 o 记 为 anal 

当 n = 1,2,3 时 ， 单 形 的 定向 有 明显 的 直观 意义 ， 1 维 
单 形 的 两 个 定向 可 用 正 反 两 个 箭头 来 表示 . ”2 维 单 形 的 定向 
可 用 顶点 排列 是 顺 时 针 或 逆 时 针 来 确定 ， 3 维 单 形 的 定向 则 
是 顶点 排列 是 右手 系 或 左手 系 ， 如 下 图 所 示 ， 


a 


- a 
1 组 : a*a! Aalg’, almad Wada! aalaYa] … 左手 系 
2 组: ala? qma, ad19005 qrata? aoa2z143，…… 右 平 系 
( 共 2 个 排列 ) { 共 6 个 排列 ) ( 共 24 合 排列) 


非 定向 单 形 的 顶点 排列 是 可 以 随意 选择 的 , 但 定向 单 形 与 
顶点 的 排列 有 关 . 当 排 列 相差 奇数 个 对 换 时 , 单 形 上 其 有 相反 的 
定向 ， 我 们 记 为 etele2 .…an = 一 ala0a2 .… om. 

定义 1.2 这 Go 0 为 定向 年 形 ， 有 aoa 
a 一 (一 1jtata0al . or 我 们 称 (- 1)’a? “a” 为 
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o 的 (与 af 相对 ) 的 顺 向 面 , 其 中 … 企 ,… 表示 将 oz 去 掉 . 

例如 ， (一 1)?60glg? 是 auala2 的 顺 向 面 ， (一 1)1a08tla2 
是 do0ala2 的 顺 向 面 ， (一 1)?2ad@162? 是 anala2 的 顺 向 面 ， 

定义 1.3 设 KK 为 单纯 复 形 . KK 的 所 有 9 维 单 形 都 取 
定 了 两 个 定向 中 的 任 一 个 ， 仍 记 为 of. KK 所 有 4 维 定向 单 形 
{fcyji<s<r 生成 的 自由 交换 群 Cy(KK) 称 为 KK 的 4 维 链 群 . 

可 见 Cy(K) 兰 Z 狼 2 力 2…… 作 2, 可 以 将 它 看 作 “ 向 
量 空 间 ”, 是 整数 加 群 2 上 的 以 {co9,08,...,08} 为 基 的 “向 
量 空间 ”. Cy(K) 的 每 个 元 素 称 为 K 的 9 维 链 , 它 必然 是 
09,...,04 的 整 系数 线性 组 合 ec = miof 十 … + mnrag， 当 
系数 Timm2,.… ,Tm" 全 为 0, 则 cc 为 Co(K) 的 零 元 。c 的 负 
元 就 是 (一 c) = (一 majcg 十 … 十 (一 mrja9. 

定义 1.4 复 形 长 的 4g 维和 9g 一 1 维 链 群 之 间 的 边 综 同 
态 . 


By: Cu(K) > Co 1(K) 
定义 为 By(anal…a) = 于 和 0( 一 1)ian.… 剖 -…a9, 其 中 anol.… 
a9 为 的 任 一 g 维 定向 单 形 , 然后 再 按 同 态 扩张 . 规定 y= 0. 
全 (a9a1l…al) 叫做 定向 单 形 oral…a? 的 边 业 链 , 它 
是 gq 一 1 维 链 . 根据 定义 ， 它 是 aoal.…as 所 有 (9 = 1) 维 硕 
向 面 的 形式 和 . 例如 8(arala?) = ala2? 十 (1)ada? +ada! = 


ao0al 十 ala2 十 a2a0. 


ba 


a a! 


边缘 同 态 6, 有 以 下 重要 的 性 质 . 
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命题 1.5 合成 Cy(K) < C61(K) Ca( 乒 ) 为 0， 


即 人 -10 一 0 是 零 同 态 , 
证 :只 要 对 Ce( 兵 ) 的 每 个 基 元 , 即 4 维 定向 单 形 atal .…a9， 
证 明 名-1By(anal. aq) =0. 不 妨 设 g> 2. 


- 人 
如 18ufal ，， 039) 一 Bl >》 (一 1jia0 _ A . .09 


i=0 
好 ‘il . 
一 D-DD 1a + 
i=0 7=1 
2 站 9 9 | 四 9 
》 (一 》 (一 六 1a0 .Ai 
i=0 j=i+1 
= 》 (一 ija0 .亲征 ,aq 十 
37 
D1)+i-lo0 0 
i | 
= 0 


推论 16 Bu+liCoH(E) C B51(0) C Cy(K) 都 是 Cy(K) 
的 子 群 . 

定义 1.7 子 群 Bt1Catl 至 Be(K) 叫做 天 的 9 维 边 缘 群 

子 群 971(0) 二 24(K) 叫 向 KK 的 9 维 闭 链 群 . 

商 群 Za K)/ BolK) 叫 向 五 的 g 维 同调 群 . 

Zl 及 ) 的 每 个 元 素 zl 必定 有 Ba(z) = 0) 叫做 9 维 闭 链 ， 
BolK) 的 每 个 元 素 包 必 有 b= 遍 +1c, 某 个 ec E Cyri(KK)) 叫 
做 g 维 边 绕 链 . 同调 群 豆 "( 五 ) 的 每 个 元 素 [z] 叫做 4 维 同调 
类 , 它 的 代表 z 是 一 个 g 维 闭 链 - 瑟 ,:(K) 的 元 素 [z] 任意 两 
个 代表 z 和 xz 必 有 zz 一 2 E€ Bo(K), 即 存 在 cE CorilK) 使 
z 一 2 = Bg+1c, 这 时 称 z 同调 于 zy, 记 作 z ~ z'. 最 然 著 z ~ x 
则 四 =[z. 若 z~0 即 zeBo(K)) 则 [可 一 0E 忌 (天 ). 

例 1.8 设 o= {0,601,02),K = Klo),L=6. 因此 工 是 
KK 的 子 复 形 ， 从 而 Cu(Z) 是 Co(K) 的 子 群 . 设 z = ancl 十 
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ala2+azad, 则 Az = (aoai) 十 Bfela2) 十 Ba(a2a0) = (a —a?)+ 
(一 01 十 (a 一 2) = 0 从 而 z & 21(), 是 工 的 1 维 闭 链 . 但 
是 , 在 外 中 有 8(adalo?) = adal+ala?+a2e? =z,z€ DIE 
因此 闭 链 z 在 天 中 是 边缘 链 ， 但 在 工 中 不 是 边缘 链 . 

根据 同调 群 的 定义 ， 容 易 得 出 以 下 命题 

命题 1.9 若 复 形 K 的 维 数 是 n, 则 Ho(K) 只 依赖 于 K 
的 g 十 1 维 架 ， 而 且 Hu(K) = 0 当 d > ?或 9 < 0. 

定理 1.10 车 | 五 | 连通 ， 则 五 o( 状 ) 兰 了 

证 : 因为 高 =0, 因此 Zo( 玉 )=Co( 玉 ). 作对 应 6:Co{K) 一 
VA . 

Gmial + + mea) = rm + mg + Tr 


显然 9 是 满 同 态 ， 从 而 有 Co(K)/kerb 兰 2. 

下 面 只 要 证 明 Bo( 天 ) = ker6， 对 任意 5 € Bo(K), 则 存 
在 nlicl 十 … 十 9tOt E OI(K) 使 b= Dllol 十 … 十 Wi0tj) 
从 而 有 0) = 188ci 十 … 十 ne8(894)， 设 0; = ola2, 则 
ai 一 62 一 al, 因此 9(b) = 0,5 € kerg， 

反之 , 任 b= milel 十 … 十 arar E kerb, 则 nl 十 … 十 mr 一 
0. 因为 | 及 | 连通， ai 和 al 有 楼 道 aiai? .…airal 连接 . 不 
妨 设 楼 道 的 顶点 没有 重复 的 ， 从 而 每 相 邻 项 点 都 展 成 天 的 1 
维 单 形 . 令 ci = aiai ajagn 十 … 十 apral 则 ci 一 ol 一 时 
从 而 mnie! = mial 一 Bmsei(i > 2). 因此 
b (mial 十 .… 十 mra”) 


{m1 十 …: + mr-)a! 一 (maca2 十 …' + mrcr),b 所 Bo(K). 


由 


因此 Bo(K) = kerg- 
推论 111 车 |K| 有 ?个 连通 分 支 ， 则 


HolK)}ESZ@ZL-...:@BZ ( 共 > 个 加 项 ). 


证 : 设 | 五 | 的 道路 连通 分 支 为 | 所 | | K; | 显 
然 Ca( 五 ) 兰 Co(K1) 旬 四 Cg(Kr). 根据 边 缘 同 态 的 定义 
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人 Cal 区 i) C Ceo-_1(Ki), 因此 有 
ZR) ES ZAKI) OB Za(K,) 
BK) BAF) @:..@® BalK;) 


再 用 群 论 定理 可 知 HU(K) 宕 H(KI)@@:…@ Ha(Kr). 

直接 利用 同调 群 的 定义 , 可 以 计算 出 一 些 空间 的 同调 群 . 

例 1.12 设 o = (ad,al,a2), 及 = 6, 因此 扩 是 S51 的 
前 分 .可 以 计算 出 Ho(K) 涯 2 本 (RK) 兰 2, Hi(K) = 0(g > 
1 或 g < 0). 

证 : 任 z€ 2Z(K), 设 z= rm(adol)t+m2(ala?)+ms(a?ad). 
因此 0 = 68z= mal(al -ad) + mz(o? -al + ma{a? — a2) = 
(m1 —m2)al+(ms—m1i)a (m2 —rma)a?, 从 而 1 一 ?tt2 一 713 一 
m3 = ma—mi= 0,m 一 m= my. 因此 z= m(adal+ala?+ 
a2a0), 从 而 Z1(K) 兰 以 aoal + ala2 十 a2a8 为 生成 元 ， 因 
为 C2(K) = 0 则 BI(K) = 0. 因此 本 (K) = 及 ( 玫 ) 兰 2， 
以 aoal + ola2 + a2a0 为 生成 元 .根据 命题 1.9 和 定理 1.10, 
Ho(K) 2 2, H,(K) =0 当 9 > 1 或 g < 0. 

从 以 上 例子 中 看 出 ， HL(K) 翌 2 的 生成 元 aoal +ala? 寺 
a2a 可 看 作 是 闭 柜 道 doala2a0, 或 者 在 同 胚 意义 下 它 是 51 绕 
一 图 的 闭路 .这 个 闭 链 anal + ala2 + a2a0 不 同调 于 0, 即 它 
不 是 边缘 链 ， 它 表示 5S! 中 这 个 闭路 不 是 5S1 的 任何 区 域 的 边 
界 ,从 而 是 无 冠 闭路 . 这 是 同调 群 中 出 现 非 零 生 成 元 的 直观 意 
义 . 

对 更 复杂 一 些 的 空间 同调 群 的 计算 将 在 后 面 介 绍 . 

| 习题 

1 假定 K1 和 Kz 是 同一 个 多 面体 的 两 个 前 分 ， 链 群 
Co(K1) 和 Cs(K2) 是 否 同 构 ? 什么 情况 下 能 够 同 构 . 

2. 谢 分 M6bius 带 使 得 中 心 圆周 是 一 个 子 复 形 .将 边缘 
圆周 和 中 心 圆周 上 的 1 维 单 形 定向 ， 分 别 得 到 1 维 闭 链 zi 与 
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Zz, 证明， zz1 ~~ 2z 或 Zz1 ~~ 一 2z. 

3. 对 环 面 与 射影 平面 的 前 分 ， 计 算 它们 所 有 的 定向 2 维 
单 形 之 和 的 边缘 看 看 有 何 差 别 . 

4. 设 五 为 由 一 点 组 成 的 复 形 ， 证 明 ， 


人 于 


82 奇异 同调 群 


本 节 的 奇异 同调 群 是 对 任意 拓扑 空间 蕊 定义 的 ， 象 在 基 
本 群 中 ， 它 是 以 某 个 固定 空间 到 XX 的 所 有 映射 的 集合 为 基础 
的 . 这 个 固定 空间 叫做 标准 单 形 和 人 A;, 我 们 由 入 的 定义 开始 . 

令 呈 二 (0,...;1,...,0) 为 Rm 中 的 点 ， 其 中 1 在 第 人 
个 位 置 ， 1 < 了 < m， 再 令 af = {0,...,0). 车 各 > mw 
则 oo,al,. .en 在 Rm 中 几何 无 关 ， 从 而 可 展 成 一 个 n 维 单 
形 ，， 

定义 2.1 对 n> 0,n 维 标准 单 形 A。 就 是 单 形 (ao,al， 
.en). 它 是 在 欧 氏 空间 Rr"?+™(m > 0) 中 的 单 形 . 


定义 2.2 已 给 空间 了 ， 半 的 n 维 奇 异 单 形 和 是 映射 
入 入 二 并. 

用 的 1 维 奇 异 单 形 恰 好 是 记 的 道路 ,可 以 用 类 似 于 基本 
搓 的 方法 , 给 出 两 个 mn 维 奇异 单 形 的 乘积 (当然 要 对 奇异 单 形 
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作 适 当 限 制 ), 然后 取 它 们 的 同 伦 类 . 这 样 定义 出 来 的 是 闫 的 
n 维 司 伦 群 7,( 居 ), 是 同 伦 论 的 主要 研究 对 象 . 

为 了 定义 同调 群 , 我 们 采用 类 似 于 单纯 同调 的 方法 , 将 奇 
异 单 形 看 作 生 成 元 ， 让 它们 生成 奇异 链 群 . 然后 定义 边缘 同 
态 ， 以 便 得 出 奇异 的 闭 链 群 ， 边 缘 群 和 同调 群 . 

定义 2.3 已 给 空间 基 和 整数 m 苇 的 n 维 奇 异 链 群 
Sn(X) 是 由 {所 有 nn 维 奇异 单 形 和 : 人 mn 一 关 } 生成 的 自由 Abel 
群 . (自然 的 ， 规定 5.(X) = 0 当 n < 0). 

一 般 情况 下 ,XX 的 n 维 奇异 单 形 有 无 限 多 个 . 但 是 Sn,(X) 
的 每 个 元 素 大 有 限 个 某 些 n 维 奇异 单 形 的 整 系数 线性 组 合 
c= 二 mA 十 … 十 meht, 我 们 称 之 为 7 维 奇 异 链 . 

定义 2.4 对 0<r<n, 第 r 个 面 映射 FFT: An_1 一 An 
是 将 顶点 ao,al,.…，a" 1 分 别 映射 项 点 09,…. ,6,….,a” 的 
单纯 映射 . 

定义 2.5 边缘 同 态 如: Sn(X) > Sn_1(X) 定义 为 


BA) = 和 (DrAFr 
?= 
然后 再 按 同 态 扩张 , 其 中 入 为 任 一 nn 维 奇异 单 形 ,而 (一 DAF; 
Ai 一 去 是 和 的 第 > 个 顺 向 面 ( 它 是 mw 一 1 维 奇异 单 形 让 
命题 26 合成 Su(X)] 名 Sn_1(X) “3 5,_2(X) 为 0. 
证 ， 不 妨 设 nn 之 2, 并 且 只 要 对 生成 元 和 证明 邯 可 . 


这 n—l 呈 
O10n(A) = OD (1 AFT] = 》 (1 >》 (17AF FE 
r=0 


3=0 r=0 
但 是 容易 验证 ， Fr" Fr 二 FeFr-! 当 8 < r 时， 因此 
8680(N) = > (DAFSF™ + ("AF"F =0. 
. Sr 8>r 
因为 FF 出 现 两 次 ， 在 Dser 中 符号 是 (—1)+i+l, 在 Ds>r 
中 符号 是 { 一 1 
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类 似 于 单纯 同调 群 的 定义 ， 我 人 有 
定义 2.7 Sn(X) 的 子 群 Bh41Sn+1(X) 蔚 Ba(X) 叫做 XX 
的 史 维 坷 异 边 缘 群 . Sn( 壬 ) 的 子 群 671(0) 兰 妈 (XX) 叫做 关 
的 mn 维 奇 异 闭 链 群 ， 商 群 Gu(X)/Bn(X) 莹 Ha(X) 叫做 XX 
的 nw 维 奇 异同 调 群 . 
同样 的 ，Z(XX) 的 元 素 z 叫做 n 维 奇 异 闭 链 ，Bn(X) 的 
元 素 总 叫做 郊 维 奇 异 边 缘 链 .再 (和 ) 的 元 素 [z] 叫做 呈 维 奇异 
同调 燃 , 它 的 代表 z 是 n 维 奇 异 闭 链 . 
从 单纯 同调 群 和 奇异 同调 群 的 定义 可 见 , 能 够 定义 同调 群 
的 关键 是 存在 一 系列 链 群 Su(X) 和 一 系列 边缘 同 态 Bn.: Sn(X) 
一 Sui(X) 使 ._1B% = 0. 下 面 我 们 抛弃 几何 的 内 容 ， 只 保 
贸 89=0 这 个 实质 性 内 容 ， 推广 而 得 以 下 链 复 形 的 概念 这 
是 纯粹 代数 方面 的 概念 . 
定义 2.8 链 复 形 C = {Cos Ou Jaez 是 一 系列 Abel 群 Cn 
和 一 系列 同 态 gu: Cn 一 Cn-1 使 8-1B = 10. 
定义 2.9 对 如 上 的 链 复 形 C, Cu 的 子 群 851(0) 二 Zr(C) 
叫做 C 的 ” 维 姥 链 群 ， HiCn+H 二 Bn(C) 叫做 C 的 n 维 
边缘 群 。 商 群 Zu(C)/Bu(C) 老 Hn(O) 叫做 C 的 n 维 同调 
群 . 图 

例 2.10 (1) 设 下 为 单纯 单 形 ，Cn(K) 是 n 维 单纯 链 
群 ， 则 C(K) = {Ca(K),6,】 是 链 复 形 ， 叫 做 单纯 链 复 形 . 

(2) 对 空间 X, S(X) = {Sn(X),Bn] 叫 奇异 链 复 形 . 

例 2.11 约 简 奇异 链 复 形 S (XX) = {Sn (X),6n} 定义 为 
$n (X) = Sn(X) 当 nm 天 一 b 而 S$_! (X) 是 单个 生成 元 * 生成 
的 Abel 群 ， 同 样 的 ， Bo= Bm. 当 n 头 0, 一 1 而 Bo (和 ) = * 对 每 
一 0 维 奇 异 单 形 和 ,8 -1 (*) = 0. 容易 证 明 66=0 . 

约 简 奇异 链 复 形 S (X) 的 同调 群 Ha(S (X)) 叫做 约 简 奇 
异同 调 群 , 简 记 为 吾 % (这). 为 什么 称 作 约 简 , 可 由 以 下 例 2.14 
中 得 到 解释 . 
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例 2.12 设 Y 为 空间 性 的 子 空 间 . 相对 奇异 链 复 形 S(X， 
= {Sa( 2 YY) 2]}. 可 定义 为 Se(X,Y) = Sn( 和 )/Su(Y)， 而 

5 是 原来 的 8% 所 诱导 的 同 态 ， 显 然 有 55 = 0， 

S(X,Y) 的 同调 群 吾 。(S(CXKY)) 叫做 天 相对 于 Y 的 相 
对 奇异 同调 群 ， 简 记 为 HE,(X,Y). 

例 2.13 设 书 为 独 点 空间 ， 则 Ho{P) 守 2,H,(P) = 0， 
当 n 0. 

证 :因为 由 Au 到 P 的 映射 内 有 一 个 可 能 ， 即 为 常 值 映 
射 An, 因此 5%(P) 实 Z 由 hn 生成 另外 


On = 入 (- 1 AF = 和 1 一 和 -1 十 入 -1 一 
”二 0 
因此 8: 5,(P) -S54_1(P) 当 nn 偶数 时 为 同 构 ， 而 当 郊 为 奇数 
时 为 0. 这 样 , 当 交 为 > 2 偶数 时 Zr( 忆 ) = 0, 从 而 妃 。(P) = 0. 
当 允 为 > 1 的 奇数 时 , 我 们 有 B。,(P) = 2,(P) = 9， (P), 从 而 
Hn(P) = 0. 另 一 方面 , Zo(P) 2, Bo(P) = 0， 歼 Ho(P) 衬 2. 
例 2.14 设 针 道路 连通 , 则 Ho(X) 空 Z 而 fo (X) =0. 

证 ， 六 的 0 维 奇异 单 形 可 理解 为 X 的 一 个 点 ， 而 1 维 
奇异 单 形 可 理解 为 X 上 的 一 个 道路 ， 因 此 有 

Zo( 关 ) = So(X) = 由 瑟 的 所 有 点 生成 的 自由 Abel 群 

Bo(X) = 由 {z -2 | zx,y 为 XX 的 点 } 生 成 的 自由 Abel 大 
从 而 Ho(X) 兰 2, 是 由 陪 集 [x] 生成 的 ，z 为 六 的 任 一 点 . 

但 是 ， 如 果 考 虑 约 简 同 调 群 ， 由 于 如 (z) = *, 因此 有 
Zo (X)= 由 {2 一 y|z y 为 的 点 } 生 成 的 自由 Abel 群 . 
另外 ， Bo (X) = Bo(X) =Z0 (XX), 因此 Ho (和 ) = 0. 这 就 
是 说 ， 对 道路 连通 的 瑟 , Ho (X) 和 Ho(XX) 相差 一 个 2, 这 是 
“ 约 简 ”的 含义 所 在 ， 

为 了 得 出 映射 f:X 一 了 能 够 导出 同 态 :HX)】 一 
Hn(Y), 下 面 我 们 先 讨论 链 复 形 之 间 的 链 映 射 以 及 链 上 映射 之 间 
的 链 同 伦 . 
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定 义 2.15 已 给 链 复 形 C={C;， Orn, }nez, D ={D;,, A }nez. 
链 映 射 :CD 是 一 系列 同 态 {0n: On, Dn} 使 得 88 = 2b， 
即 对 每 个 n 下 图 可 换 


[4 
Cn - ” 了 


让 


Cn—1 ~ Dn-1 


如 果 对 每 个 n,6, 都 是 同 构 . 称 8:C 全 万 为 链 同 构 , 显然 车 
水 刀 一 吾 为 另 一 个 链 映射 ， 则 合成 59 也 是 链 映射 . 

命题 2.16 ” 链 映射 6:C -DD 导出 同调 群 之 间 的 同 态 ， 
0.; Hn(C) 一 Hn(DD), 对 每 个 m, 使 得 (1) 车 1:C -CC 是 恒 等 
链 同 构 ， 则 1。 也 是 恒 等 同 态 . 

(2) 车 $: DD 一 互 为 另 一 链 映 射 ， 刚 (90), = 60. 

(3) 车 8 为 链 同 构 ， 则 6, 是 同 构 . 

证 : 因为 68 = 86, 因此 对 任 ce 2(C),B(g(e)) = 8{8c) = 
0, 即 (2Z(O)) C Zi.(D)， 类 似 的 8(Bn(O)) C Bn(D)， 由 群 
论 的 定理 ， 8 导出 商 群 之 间 的 同 态 8.: 右 .(C) 一 Hn(D) 使 
9.[e] = [9(e)jj. 性 质 (1)-(3) 很 容易 验证 . 

定义 2.17 两 个 链 复 形 C, DD 之 间 的 两 个 链 上 映射 96,8:C 一 
妃 叫做 链 同 伦 的 , 若 存在 一 系列 同 态 {hs: C5 一 Dati}nez， 
使 得 (0) -gfe) = 8hn(c) 十 hw_16(c) 对 任 一 ce Cn 成 立 . 
一 系列 同 态 hh = {hn: Cn 一 PH 称 为 6 和 之 间 的 链 同 
伦 . 记 为 6 之 6. 


命题 2.18 车 9 全 0, 则 =0,:Ha(C) —» H,(D). 

证 , 任 [z] e Ha(O), 则 zE (C0), 即 Bz 二 0. 再 由 b 上 9， 
则 pn(z) — On,(2) = Orrihn (2) + hn_10n(z) = Briha(z), 因此 

办 四 一 和 四 = [$(z) — 0(z)] = [Bn+1hn(z)] = 0 

已 给 空间 偶 之 间 的 映射 f: (X,Y) (4,B), 为 了 使 导 
出 奇异 同调 群 之 间 的 同 态 ff， 必须 要 作出 了 所 导出 的 链 映 射 
fy:S(X,Y) 一 5(4, B). 

命题 2.19 映射 f: (X,Y) 一 (4, 吾 ) 导出 链 映 射 

fy:S(X,Y) = 5(4, 8B) 
使 (1) 1# 一 1 

(2) 若 g:(4,B) 一 (CDD) 为 另 一 映射 , 则 (gf)xy = 9#f#， 

证 令 f4: Sn(X, 了 ) 二 5%(4,B) 为 不 人 = f%, 其 中 
An 一 天 为 郊 维 奇异 单 形 而 f 和 :人 一 A， 容 易 验 证 
9f# 二 典 8 而 性 质 (1)-(2) 也 显然 成 立 . 

推论 2.20 映射 f:(X， 了 ) (4,B) 导出 同 态 f: Hn(X， 
7 了) 二 后 (4,B) 和 下 : 玉 , (X) 一 瑟 。(4) 使 得 

(1) 1,.=1. 

(2) (gf),. = g,f.. 

下 面 将 证 明 ， 同 伦 的 两 个 映射 fg 导出 链 同 伦 的 链 上 映射 
fy¥,9#1 从 而 导出 的 同调 群 同 态 Fa 一 Gr: 由 此 还 可 以 进而 证 明 
本 异 中 调 群 的 伦 型 不 变性 - 
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为 了 证 明 的 需要 ， 先 给 出 柱 体 1 天 | xz 的 一 种 章 分 ， 其 
中 | 下 | 为 已 知 多 面体 .这 种 前 分 使 上 下 底 的 齐 分 仍 为 攻 - 

这 种 章 分 是 用 归纳 法 定义 的 ， 设 对 天 的 "一 1 维 哥 ， 
| Kr-1 | xI 已 作出 前 分 ， 记 为 Kr-1x 工 对 五 的 任 一 r 维 
单 形 o, 边界 复 形 5 C 天 "1 因此 |5| xI 已 作出 剂 分， 从 而 
og x 了 的 边界 二 ox0U|51xIUo x1 也 已 作出 剂 分 ， 其 中 
o x 0,o x 1 的 前 分 就 是 闭 包 复 形 下 (za x 0),K(o x 1). 

这 时 定义 |K" | x 了 的 剖 分 为 


K' xI=K"!xIU{5r}U {5} 
o 取 遍 KK 的 7 维 单 形 ，7 取 遍 ox 了 边界 的 前 分 中 单 形 ，5 


为 点 (5, 时 
如 图 所 示 是 一 维 单 形 oo 上 的 柱 体 rc x 了 的 这 种 判 分 . 


区 到 
了 人 疏 


下 理 2.91 设 ioyil: 久 十 入 XI 为 io(z) 一 (20 人 (7z) 一 
(zx,1). 存在 链 同 伦 h: S(X) 一 S(X x 使 (i1)# 全 (io)#. 

证 ， 设 对 所 有 7 < n,h: Si( 世 ) 二 S41(X x 了) 对 所 有 空 
间 和 已 定义 ， 使 得 (i)# 一 {io)# 二 6 十 ha 成 立 ， 下 面 只 要 
对 n 维 奇异 单 形 入, 定义 出 h( 和 A) 使 得 (i)#(X) 一 (io)#(X) = 
8h( 和 A) + ha( 和 ) 成 立 . 

先 规定 一 些 记 号 ， 设 标准 单 形 An = (a9,a1,.….,0"). 令 


= (a",1),6" = (0”, 0),a = (An, 3) 
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然后 用 (co,el,...,c") 表示 单纯 映射 An 一 An X 工 使 将 ai 对 
应 于 ci, 如 此 等 等 ， 这 就 是 说 (c?,el,..-,c") 是 AnxI 的 nn 
维 奇异 单 形 ， 即 (0,c1,...,c") € Sn(An x 刀 . 再 注意 到 对 mm 
维 奇异 单 形 入 Au 一 X, 以 下 图 形 可 换 


A >， X_ XxI 


Anx1I 


因此 有 (i)#(X) = i 和 和 = (Ax 1)(0,...,c") = (Ax DD)#(0,...，, 
c"). 间 理 (io)#y(X)=Qxl#(0,...,0"), 和 X= Nx#(a0, .0). 
现在 我 们 定义 


pO) = (Mx Da(alle,... 0) — (6,...,0") — ho(a’,...,a")) 


其 中 a= (An, $),ald,...,d") 就 是 联合 (a,di,...; 汪 ). 这 个 

定义 是 合理 的 ， 因 为 8(a0,...,on) 是 n 一 1 维 奇 异 链 ， 瑚 在 

其 上 己 有 定义 . 因此 有 

BR = (x Da((e,..., 0") — (6,...0) — ho(a",...,a")) 
(Axa0le,...,c*)—(b,... ,60")}—ha(a',...,a")) 

(因为 易 证 8a(d?,...,d")=(d?,,..,d")—a6(d,...,d")) 

(x Tat(co cn) - (加 加) — ho(ad,..., a")) 

{由 归纳 假设 ， 后 项 为 0) 

= (i)#(A) — (io)#() — AO(A) (因为 (XM x Dh = bhX#) 


这 就 完成 了 妇 纳 法 . 引 理 证 毕 . 

定理 2.22 车 之 g: (X,Y) 一 (4,B), 则 f= gr: Hn x, 
Y) 一 H(A,B). 

证 ， 由 /= g, 存在 映射 G: (天 x 1,Y x 了 一 (4,B) 使 
得 Gio = fGii = 9,G 导出 链 映 射 Gyx:S(X x TY x 了 7) = 
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S(4,B). 因此 
8GAh(A) + G#hB(A) = GA(B8(N + ho()) 


= G#(i)#(N) 一 Gi#(io)#(A) 
= f#(N) — 9g9#(X) 


这 就 是 说 ， 抒 过 引 : 由 命题 2.18 有 f = 9 

推论 2.23 车 (X,Y) ~ (4,8), 则 Hs(X,Y) H(A, B) 
而 且 吾 。(X) 兰 在。(4)， 对 每 个 ne 2. 

证 ， 存在 映射 f: (X,Y) 一 (4， B) 和 g:(A,B) = (X,Y) 
使 得 gf 之 1: {X,Y) 一 (X,Y), fg ~ 1:(4,B) 一 (A, B}. 因 
此 有 多 六 = 也 gr 二 1 从 而 fe: Hn(X,Y) 一 Hn(A, 如 ) 为 同 
构 . 

由 例 2.14, 我 们 已 看 出 0 维 奇异 同调 群 Ho(X) 的 几何 意 
义 . 现在 讨论 1 维 同调 群 Hi( 外 ) 和 基本 群生 (已 , zo) 的 关系 ， 
实际 上 Hi(X) 是 TXTo) 的 交换 化 . 

定理 2.24 设 半 道路 连通 ，zxo € 下 为 基点 ,， 则 存在 满 同 
态 TL(X,z0) 一 {XX) 使 kerg 是 x ( 关 ,z0) 的 换 位 子 群 , 因 
此 Fi(X) 涯 mA 0)/[m (Xzo), ri(X, xo)] 是 m1(X,zo) 的 
变换 化 . 

证 : 任意 tu] € mi(X,xo), 则 为 了 天 的 映射 使 &(0) 一 
wu(1) = zo. 因为 了 同 胚 于 标准 单 形 Ai, 故 不 妨 将 ww 也 看 作 1 
维 奇异 单 形 ， 显然 Bu = 4(1) 一 wu(0) = 0, 因此 是 一 维 奇异 
闭 链 ， 即 ve Zi(X). 令 


G:m(X, ro) 人 有 (NE) 为 gu = {u} € Hi(X) 


” 先 证 明 9 满 同 态 ， 设 并 maX € FZ1(XX), 其 中 入 为 1 维 奇异 单 
形 ，.mi 为 整数 . 对 任 z EX 选 定 一 个 由 zo 到 z 的 道路 v(z). 
令 呈 一 v(A(0)) #4 入 *v( 和 Xi(1))-1, 其 中 1 维 奇异 单 形 和 ;看 作 
一 个 道路 ， uw; 是 三 个 道路 的 乘积 . 

- “125 . 


因为 (nmi) = 0, 即 0 维 链球 Pi(Xi(1) 一 (0O) = 0. 
因此 将 所 有 和 都 看 作 道路 的 话 ， 它 们 的 乘积 是 一 个 闭路 ， 如 
下 图 所 示 . 


4{1) 


Ai(0) 
vA OD 


Xo 


因此 有 闭 链 了 nw ~ 守 mi(v (0) + 和 一 2h))) = Dns 
从 而 9[[Tw'] = {ni 和 i},8 是 满 的 . 

因为 Hi(X) 是 Abel 群 ， 则 [ri (XX), mi( 革 )] C ker0, 从 而 
0 导出 同 态 G:r1(X)/[m(X), ri(X) 一 瑟 (XX). 只 要 证 明 吕 是 
单 的 , 设 Olu] =0, 因此 = 68( 2 mii), 其 中 入 为 2 维 奇异 单 
形 ，mwi 为 整数 .这 就 是 说 = 于 ns(FOA 和 i 一 也 I 十 F2Ai). 但 
是 ，4 是 一 个 闭路 ， 是 一 个 1 维 奇 异 单 形 ， 因 此 4 = Fr 和 Xi， 
某 个 各 和 0<r<2 即 4 是 2 的 第 r 个 面 ,另外 ， 右 式 中 
除 后 和 6 这 一 项 外 ， 其 他 项 必然 相互 抵消 为 0. 


0 ~、 7 Fa 

son i 
本 

Lv) 


和 0 


对 所 有 入 定义 


全 


= vO) FEA # vON1))! 
vA # PFOA # oli (2))™1 


ES 
| 
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二 vO # (FIA) TI*o(A(O)-1 
并 且 定 义 道路 wi = ai * bi *ci. 因此 
Wi vAM(O)) 4 FAM FOA, * (FIAi)-! *v{A(0)) lo es, rel 0,1. 


令 ww= Tw 则 w ~ coo rel 0,1. 但 是 经 过 交换 化 后 [uj] = 
[be m( 久 )/[ri(X), ma(X)j, 这 是 因为 交换 化 后 


lw] = [> rats] = Dm; ~ FAM+ FIA)] = 四 


因此 中] 一 0E TX)/ [ri (X), mi (XX), 是 单 的 . 
例 2.25 设 玉 为 区 lein 瓶 ， 由 第 三 章 例 2.25, mi (XY) 一 
Gp{bi, ba; bi bab 1b2}, 交换 化 后 得 Hi(X) I 2 . 


习 题 
1. 设 正方 形 了 x 了 的 四 个 顶点 为 把, 可 ,如 ,总 ( 如 下 图 所 示 ). 


b5 Bb2 
Ld b! 


入 二 (09, 可, 护 ), 和 2 = (69,B3, 太 ) 为 1xI 的 线性 的 2 维 奇 异 单 
形 . 计算 8(A1 十 Xz) 和 Ba 一 XA2). 
2. 设 p:Tx 了 一 Tg:TxI 六 为 正方 形 到 环 面 和 Klein 
瓶 的 商 映 射 ， 定义 2 维 奇异 单 形 
- ， Na =p (bt, ,by, 和 A=p.(b,b,b) 


4 二 人 (el cd ca ?12 一 人 (ce), 03, c?) 


w= glc,c’) = a(e,e) 
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证 明 : OA1 一 A2) = 0, fu 十 to) = 2w, 0 = 0. 


bh b? ha pb’ ce4 C3 


b! b? b! b? c) 5c2 


3. 定义 内 射 玄关 一 和 关 xX7 为 ifz) = (z, 加 ), 证 明 宇 导 
出 单 同 态 3.: Hn(X) 二 Ha,(X xY),neZ. 

4. 证 明 :  (a)] 在 链 复 形 C 到 DD 的 所 有 链 映射 中 ， 链 同 
伦 关系 是 等 价 关 系 . 

(b) 链 复 形 C 和 D 时 做 ” 链 等 价 的 ， 如果 存在 链 映 射 
fi:C >D,gDC 使 gf 之 1c,fg 人 1p; 这 时 了 也 叫 散 
链 等 价 . 证 明 : 链 等 价 f 导出 同 构 瑚 : Hn(C) Hn(D). 

5, 证 明 ， 定 理 2.24 中 的 同 态 人 zm(X,z0) 一 Hi(X) 满足 

{a) 车 f: ( 汪 ,z0) 一 (了 各) 为 映射 ， 则 9 = 97. 

fb) 车 4 了 一 站 为 由 zo 到 zi 的 道路 ， 则 bu# = 0. 

6. 计算 下 列 空间 的 0 维和 1 维 奇异 同调 群 ， (包括 约 简 ) 

(1) 球面 S"(m > 0). 

(2) M5bius 带 . 

{3) 射影 平面 RP?. 


$3 正 合 序列 和 切除 定理 


存在 空间 偶 (XX, 4) 的 正 合 序列 以 及 切除 定理 是 同调 群 的 
基本 性 质 . 这 些 基 本 性 质 将 会 帮助 我 们 去 计算 某 些 空间 的 同调 
群 ,并 在 许多 几何 问题 中 有 重要 作用 . 本 节 将 先 从 链 复 形 偶 的 
正 合 序列 出 发 ， 先 作 纯 代数 方面 的 讨论 ， 然 后 再 得 出 奇异 同调 
群 的 一 些 正 合 序 列 ， 最 后 证 明 切 除 定理 ， 

定义 3.1 (a) 一 序列 Abel 群 和 同 态 G 刍 吾 轨 天 叫做 
在 互 处 正 合 , 如 果 迹 办 = Ker 当 . 
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(b) 一 序列 Abel 群 和 同 态 
J Grm+2 es Gm+1 各 时 Gm 如 Gm_1 $m Gm_2 一 


叫做 Abel 群 的 正 合 序列 , 如 果 对 每 个 m, 在 Gs 处 正 合 . 
(c) 一 序列 链 复 形 和 链 映 射 


OCD SE ;yO 
串 做 链 复 形 的 短 正 合 序 列 , 如 果 对 每 个 nhnE 2 
DC DD, LEO 


是 Abel 群 的 短 正 合 序列 . 
如 果 已 给 链 复 形 的 短 正 合 序列 O 一 CD- 刀 -》 
O, 则 对 每 个 n 就 导出 一 组 同调 群 和 同 态 如 下 


相应 于 n : Ha(C) 也; H,(D) -2 Hn(B) 
相应 于 n 一 1: Hs 1(C) 二 > 1(D) 2) Hi_1(E) 


为 了 将 各 组 能 联结 在 一 起 构成 Abel 群 的 长 序列 ， 我 们 准备 定 
义 联结 同 态 2.: 刀 (五 ) -> Hn_1(O){ 每 个 n€ 2). 

根据 已 给 的 链 复 形 短 正 合 序 列 O 一 C -力也 -分 已 一 
O 我 们 有 无 穷 的 图 形 使 每 个 方块 可 换 且 每 行 是 Abel 群 正 合 序 
列 


O—rOo,1 tp Dai tp Bi OO 


' 1 |! 
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设 ze {EB), 即 zE 如, 且 6z==0, 因为 了 满 同 态 (这 是 
根据 在 总。 处 正 合 而 得 ), 存在 d E Dn。 使 9(d) = z. 由 9 是 链 
映射 ，g(8d) = 6g(d) = 8z = 0. 再 根据 在 万 。; 处 正 合 ， 存 
在 ce Cn-l 使 f{c) = B84. 注意 到 


f(ac} = Of(e) = 88d=0 


而 f 是 单 同 态 (这 由 在 C51 处 正 合 而 得 ) 因此 Be = 0,c E 
Zn_1(C). 

还 要 验证 一 下 , 由 Hn(B) 到 Hs-1(O) 的 对 应 [局 [是 
否 唯一 定义 . 设 z,z’ E Zn() 是 同调 的 闭 链 , 则 存在 e € Enx+1 
使 2 一 z= nne, 设 dd E€ D， 使 g(d) = z,g(d)=z! 而 
cc E Cn-l 使 f(c) = Bd,f(d) = Bd'. 我 们 必须 证 明 c 同调 于 
c. 由 g 满 ， 存在 a€ Dr 使 g(a) =e 而 且 9g{84) = Bg(a) = 
Be = 2 一 2z. 因此 d 一 4 -Ba € kerg = imf, 从 而 存在 5 € 人 
使 f(5) = d 一 Q 一 Ba. 这 样 便 有 


f(b) = f(b) = 8(d— 4 — Ba) 
=68d- Bd = f(c)- fc) = fe-d) 


因为 f 单 ， 因 此 c 一 0 = 86,[e] = [ol. 

定义 3.2 如 上 所 述 而 定义 为 2.[z] = [a 的 同 态 &: H,(E) 
一 Hs_1(O) 叫做 短 正 合 序列 DO 一 C - 力 万 -分 万 -一 O 的 
联结 同 态 . 

定理 3.3 已 给 链 复 形 短 正 合 序 列 的 可 换 图 形 


0 一 wo 下 -PP_~，o 


"rr, ,tl 


OO DE "0 


存在 长 正 合 序列 的 可 换 图 形 如 下 ， 
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HO) Lo Ha(D) Pp HolB) Sp Ha(O) 在 w 


: 2 | r 

人 D7) Hm) 人 cn) 人 “ 
即使 每 个 方块 可 的 而 且 上 下 两 行为 长 正 合 序列 . 

证 : 在 Hn(D) 处 正 合 imf; = kerge. 因为 gf = 0, 因 
此 9xf*r 二 0 从 而 imf, C kerg,. 任 fz] E€ kerg;, 则 9[z] 一 0, 
即 存在 e E Fn+1 使 9(z) = Oe. 但 是 9 满 ， 存在 d E Dntr1 使 
g(d) = 因此 g(z) = 6e = 6g(d) = g(8d), 妈 9g(z — 8d) = 0. 
由 正 合 性 ， 存 在 c€ Cn 使 f(c) = z 一 Bd 且 易 证 ce 和 (C0C). 
因此 [zj] = [z ~ 8d = [ol= fld] € imf,. 

(b) 在 H.(E) 处 正 合 ， img, = kera,. 根据 联结 同 态 弓 
的 定义 易 知 .9 = 0, 因此 img。C ker8,. 若 [z] E kerB,, 即 
.lz] = 0. 由 8 定义 ， 存 在 de DocecC il 使 gld) = 
z,f(c) = Bd. 而 [= [2z] = 0. 因此 存在 ee Cn 使 = Be， 
从 而 8d = f(c) = f(8e). 因此 [z] = [9g(d)] = Jeld) — gf(e)] = 
g.[d 一 f(e)] € img.( 注 意 到 8(d ~ f(e)) =0). 

(9 在 五 ,_1(O) 处 正 合 ，ima = kerf. 易 知 .0, = 0, 因 
此 imB, C kerf,. 若 [zj € kerf, 即 [2z] = 0, 则 存在 d € DD。 
使 f(z) = 6d, 从 而 6g(d) = g(8d) = gf(z) = 0. 另 一 方面 ， 
[9(@)] € Hn(B) 满足 B,[g(a)] = [2] € im 0,. 

最 后 是 关于 方块 的 可 换 性 . Bf, = 天 ar 和 ?gs 一 gb 
是 显然 的 ， 只 要 证 明 as8. = Fy,， 若 [9(d)] € Ha(B), 则 
a.l9(d)] = [d, 其 中 8(qd) = Fo、 因此 oa,6,{g(d)] = [a(o)]. 
但 是 ， fral(c) = bf(o = 88(d) = 88(d), 从 而 [a(o)] = 
BIg' 8a)] = yg9(o)} = 以 (ad : 

下 而 关于 空间 偶 (X,Y) 的 同调 正 合 序列 可 以 直接 得 
出 . 
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定理 3.4 已 给 空间 偶 (X,Y 了 ), 令 iiY 一 六 为 内 射 ， 
六 5S(X) 二 S(X,Y) = S(X)/S(Y) 为 商 链 映射 ， 则 存在 正 合 
序列 


Hy) Ha(X) pH (XY) 全 En NX) Sw 


使 得 车 f: (X,Y) 王 (4,B) 为 映射 ， 则 以 下 图 形 可 换 


pp HalY) Sp Ha(X) PpH KY) SHAX) 让 w 


: 


HilB) Han(A) TH (AhB) Sw HlB) 全 ， 


证 ， 因 为 0 一 S(Y) -加 SIX] 北 2 S(X,Y) 一 0 是 链 
复 形 的 短 正 合 序列 ， 因此 结论 由 定理 33 立即 得 出 
例 3.5 设 z 为 苹 的 任 一 ， 在 约 简 同 调 正 合 序列 中 


Hn (5) Fs (X) Ls Ha (Xz) HHa1 (2) 一 


Hn (2) = 0( 任 me 2), 因此 FH (X) Hn,(X,2). : 

定理 3.6 若 空 间 世 DY D 2, 称 (X,Y,2) 为 三 重组 设 
i 2) 一 (XX,2),j:(X, 名 ) (天 ,了 ) 为 内 射 ， 则 存在 正 合 序 
列 l . 
.HalY, 2) 全 Hi(X,2) 了 Ha(X,Y) 2 Ha_i(Y, 2) — 


称 为 三 重组 (X,Y, 2) 的 同调 正 合 序列 。 

证 : 显然 0 一 S(Y,2) 王 y S(X,2) 2 S(X,Y)— 0 
是 链 复 形 的 短 正 合 序列 ， 结 论 由 定理 3.3 立即 得 出 . 

下 面 我 们 将 讨论 另 一 个 正 合 序列 Mayer-Vietories 正 合 序 
列 , 我 们 需要 一 些 预备 知识 ， 首 先是 关于 重 分 链 映 射 的 定义 及 
性 质 ， - 

设 Y 和 YY’' 是 欧 氏 空间 的 同 集 ， 映 射 f:Y 一 Y' 叫做 线 

性 的 ， 如 果 对 任 x,yeEY 了 和 0<t<1l 有 fl(1 一 人 x 二 ty) = 
: ， 132. 


(1 一 如 f(z) 十 在 ( 力 , 由 此 容易 得 出 ， 若 zolzl :7zpEz 而 
to, .tp 为 非 负 整数 使 学 == 1 则 f(D ti) 一 并 三 (zi 

对 凸 集 了 , 定义 An(Y) C Sn(Y) 为 所 有 线性 的 n 维 奇 异 
单 形 办 An 一 了 所 生成 的 子 群 因为 An = (an ar ,an) 
并 记 zi = 内 则 可 用 (x0,%21,.….,Zn) 表示 9. 显然 


(zo, Tl ,Tn) 一 》 (一 (czo， ; bi， 4 , Tn) “i (*) 
i=0 


因此 ,4An(Y) C 4n-1(Y) 而 {4n(Y), 6%} 是 链 复 形 . 

现在 归纳 的 定义 链 映射 ad: An(Y) 一 An(Y) 如 下 . 当 
nn 二 0 定义 sd' 为 恒 等 . 设 对 n 一 1 时 sd 已 定义 并 令 $ = 
(wo, 21,.…, zn) 为 线性 的 所 维 奇 异 单 形 ， 9$ 表示 点 2 二 za 
叫做 的 重心 ， 则 定义 


sd'(9) = Glsd'(0¢)) 


其 中 若 (yos 级 ,… ,yn-1) 为 线性 的 奇异 单 形 , (go yn-1) 
= (9$,2o,.… ,Yn_1) 也 是 线性 的 奇异 单 形 . 
命题 3.7 sd': A(Y) 一 4(Y) 为 链 上 映射 即 Bsd = sd'8. 
证 ， 根据 上 面 的 公式 (+), 容易 说 明 
9 (yo, | yn—1) 三 ab 30 ;Yn—1) 
= (gor. Vn) — GO(yo,..., Yn-1), 
因此 有 


Bsd(zo yzn) 


abfscdza6lfzo， “ey Zn)) 
sd' (x0,..., Tn) — $(Osd' (0,..., zn)), 


而 其 中 第 二 项 根据 归纳 假设 变 成 (3d'88(z0,... ,zn)) = 0. 
此 Bsd' = sd'0. 
下 面 归 纳 的 定义 一 序列 同 态 T': An(Y) -Any1(Y) 使 得 
sd —1= 607 +T0, WM sd ~1:A(Y) — A(Y). 
. 133. 


因为 当 m 一 0 时 sd 为 恒 等 ， 因 此 定义 到 一 0. 设 在 <n 
时 了 ”已 经 定义 并 且 令 9 是 1 维 线性 的 奇异 单 形 ， 这 时 


Osdp—p—T'0p) = Gsdp— Bg— OT'Og 
= Bsdp— 6— (sd -1— TO0¢ 
(由 归纳 假设 ) 
= 0 (由 Bsd = sd'8R 有 688 = 0), 


因此 定义 Ti(@) = G(sd'g 一 $9 一 T8968), 这 样 


aT'(¢) = (sd'g ~ $—T'04) ~ $o(sd'p — $b — TF) 
三 sd'g 中 7 ah， 


从 而 有 87' 十 T'8 = sd 一 1, 完成 了 归纳 法 . 

定义 3.8  . 重 分 链 映 射 sd: S( 久 ) 一 S{ 革 ) 定义 如 下 . 设 
幼 : 人 An 王 六 为 nn 维 奇异 单 形 , 则 导出 链 喘 射 %#: Sn(An) 一 
Sn( 久 ). 设 Tw: An 一 An 表示 恒 等 映 射 ， 则 7%€ An{ 人 An) C 
Sn(An) 而 WP# (Th) 三 »， 定义 


ad(w) 一 sdp#(Tn) 一 Pp#3d (Tn). 


命题 39 sd 之 1:5(X) 一 S{ 外 ), 即 存在 链 同 伦 了: 5,{XX) 
一 SHI) 使 二 TB= sd 一 1. 

证 : 对 网 E Sn{X), 令 了 工 人) = TY#(Tn) = Tm) 则 
由 等 式 sd 一 1 = 87' 十 7T'8 结论 立即 得 出 . 

现在 可 以 证 明 以 下 定理 ， 它 将 在 建立 Mayer-Vietories 正 
合 序列 和 证 明 同 调 切 除 定理 中 起 重要 作用 . 

定理 3.10 设 2 为 蕊 的 一 族 子 集 使 Intw 是 长 的 开 覆 
盖 . 5&(X) 是 Sn( 瑟 ) 的 子 群 ， 它 由 所 有 使 得 $( 信 ,) CU 某 
个 UEU 的 浆 维 奇异 单 形 兴 和 。 一 天 所 生成 . 令 交 3S4( 瑟 ) 一 
Sn( 半 ) 为 内 射 链 映射 ， 则 对 导出 同 构 


i Hn(SHA(X)) = Hn(S(X)),， 每 个 ED. 
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证 ; 我 们 将 构造 链 有 映射 更 : 9 (万 ) ~ SX(X) 使 二 1 而 
训 链 同 伦 于 1. 这 样 由 $2 习题 4(b), i 是 链 等 价 ， 从 而 导出 
间 构 i: Hn(SU(X)) -> Hi,(S(X)). , 

设 尖 An 省 XX 为 XX 的 n 维 奇异 单 形 ，V = {6r1fD | 
U EU} 为 An 的 子 集 族 .因为 Int& 是 XX 的 开 覆 盖 ， 因 此 
是 A* 的 开 团 盖 ， 因为 A 紧 ， 存 在 Lebesgue 数 6 > 0, 使 得 
对 An 的 任 一 子 集 C,diam(C) < 6, 必 有 C cp$-1(D), 某 个 
U EU, 因此 pC) CU. 

设 K 表示 An 的 闭 包 复 形 站 (Au) 由 第 二 章 命题 3.15， 
存在 正 整 数 m, 使 mesh Km) < 5. 根据 定义 3.8 


3d"(@) = p(sd (To) 


而 (sd )™m(m) 将 是 K(™ 中 各 单 形 所 表示 的 和 A, 的 线性 奇异 单 
形 的 和 ， 因 此 sdm($) < SK(X). 对 nn 维 奇异 单 形 四 取 m(@) 
为 最 小 正 整 数 使 sd"( 由 (8) E SU(X). 显然 对 0<i<m 有 
m( 四 > m(8: 四 ), 其 中 机 上 表示 尹 的 第 i 个 面 . 

定义 再 : Sn(X) 忆 SU(X) 为 


有 (加 = sad") (g) — (Tir(eaeng 十 .十 sdm( 风 18 
i=0 


当 由 E SU(X), 则 m(@) =0 从 而 更 ( 鸭 ) = 9, Bi 二 1. 下 面 一 起 
证 明 更 是 链 映 射 并 且 衣 之 1: S(X)  S(X). 
注意 到 好 +T6 = sd - 1 因此 对 正 整数 尺 有 


OT'sd*-1 + Tsd*-10 ~ sdt — gd*-! 


取 上 二 1,2,.….,k, 则 得 出 一 序列 等 式 ， 将 这 一 序列 等 式 相 加 
得 


OT(1+:*+sd 1)+T(+...+ad* 1)0 = sd 1 
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因此 我 们 定义 H: Sn(XX) 一 Sn+1( 瑟 ) 为 
刀 ( 内 一 了 (1 十 sd 十 … 十 sdm(g]-1) 用 


这 样 就 有 


YA-IOTO + + sd"™ 1)g 

+ YIT( + + ed" (04) 1) og 

= sd Wop—$— T+ + ed") 1)00 
+ YT + + sd 1) Og 


(0H + H8)6 


= sdm(g) 押 一 由 一 人 (Dr(ednm 二 
t= | 
+sd™$)-1)0;¢ 
= i 二 (四 一 9 


因此 8 五 十 H8 = 二 一 1, 由 此 可 容易 得 出 更 是 链 映 射 而 且 
讶 一 1:5(X) 人 S(X). 证 毕 . 

利用 定理 3.10, 可 以 建立 Mayer-Vietories 正 合 序列 . 

设 UV 为 空间 XX 的 子 集 使 UUV= XX. 令 久 的 子 集 族 
U = {U,V}, 并 且 以 下 图 形 中 的 映射 都 是 内 射 


引 理 3.11 对 于 如 上 的 空间 XX, 存在 链 复 形 短 正 合 序 列 
0 一 SUNV) ES,(U) @ Sa(V) -办 SUX) 一 0 


其 中 g#(c) = (iy(O), —i# (ce)), hg(d1, dz) = ky(d1) + ty (da). 
证 ， 由 定理 3.10 中 (XX) 的 定义 及 2 = {U,V}, 容易 看 
出 hy 满 另外 g# 单 是 显然 的 ， 只 要 证 明 img# = kerhsy. 
因为 hg#(c) =hy(ig(c), —j#(0) = kyig(c) — lyi# (ce) = 
0, 因此 img# C kerhy. 车 (di,d2) € kerh#, 即 kg(d1) 十 
(dz) 一 0 设 抽 = niXl,dy = 站 mj 和 y, 其 中 六 X 为 奇异 
单 形 而 ni, my 为 整数 ， 因 此 有 {作为 外 的 奇异 链 ) 


"DmX+ mM =0 
因为 Sh(X) 是 自由 Abel 群 ， 只 能 发 生 的 是 对 每 个 非 零 的 mw， 
有 某 个 了 使 为 = 对 而 且 ni = -mi 非 紧 的 系数 my 也 将 以 
同样 的 形式 出 现 . 这 导出 di,ds € Sh,UNV) mA d= —ds, 
因此 (di,d2) = (di, —d1) = g#(di) € imgsg. 
定理 3.12 设 避 V 为 空间 到 的 子 集 使 ZU 有 = 入, 则 存 
在 正 合 序列 
IHUNV) ES HAV OH (VV) HX) -SH UNV) sy... 
其 中 9,(z) = (is(z) —# (2)), hs (y, 2) = ks (y) + la(2). 
证 ， 利用 引 理 3.11 和 定理 3.3 得 出 同调 群 的 正 合 序列 ， 
再 用 定理 3,10 就 变 成 所 求 的 正 合 序列 . 
如 果 X' 是 另 一 空间 使 X' = 六 UU 依 ,f: 于 XX' 为 映射 
使 f(V) C UTU',f(V) Cc V', 则 容易 得 出 以 下 正 合 序列 的 可 换 
图 


HUNV) Sp HUOHo(V) Lp Hi(X) Sw HtUnv) 


EE le 


a 时 
“HUNV) Br Ha (UN) OH (V') 如。 下 (0 AS HUinv') 
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利用 定理 3.10 可 以 证 明 以 下 同调 群 的 重要 性 质 一 - 切除 
定理 . 

定理 3.13( 切 除 定理 ) 设 (X,4) 为 空间 偶 ，U 为 4 的 子 
集 使 闭 包 也 C4, 则 内 射 计 (X\U,AN\U) 一 (X, 4) 导出 同 构 


:HX\U,A\U) HH,(X,A) 每 个 € 2 


证 , 设 U = {X\D, A}, 这 显然 是 X 的 覆盖 且 它 的 内 部 覆 
盖 多. 另外 设 WW = {A\U, 4}, 这 是 4 的 禾 盖 且 它 的 内 部 覆盖 
A. 由 定理 3.10, 内 射 链 映 射 


i SUX) > Sn(X), :SU (A) 一 Sn(4) 

导出 同调 群 的 同 构 . 将 SL (4) 看 作 SY(XX) 的 链子 复 形 ， 则 有 
自然 链 映射 j: SU(X)/SY (A) 一 Sn(X)/Sn(4) = Sn(X, A). 
显然 有 以 下 链 复 形 短 正 合 序列 的 可 换 图 形 

oo 一 — UX) — 00/st4 — 0 

kk 

OF SA) ——— Snr(X) 一 站 HX)/Sn(A) — 0 
由 定理 3.3, 产生 出 长 正 合 序 列 的 可 换 图 形 

人 en- 本 (Bu00)- HSK) A) 一， ™ 


:上 


A A or HX) OA 


因为 ii 都 是 同 构 ， 根 据 五 项 引 理 ( 见 本 节 习 题 2), j, 为 同 
构 . . 
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现在 SU(X) 可 写成 两 个 子 群 的 和 
SU(X) = Sn,(X\U) + Sn(A) 
但 这 不 一 定 是 直 和 和， 类似 的 
SU (X) = S,(A\U) + Sa(A) 


因此 有 SU(X)/SU (A) = Sn(X\U)/Sn(A\U), 从 而 链 上 映射 了 
导出 的 同 构 六 就 是 我 们 所 需要 的 


Hi(X\U,A\U) SH(X,A), nez. 


注 3.14 .切除 同 构 的 成 立 是 有 条 件 的 . 这 个 条 件 有 时 改写 
为 : 若 4,B 是 空间 XX 的 子 集 使 蕊 =4 U BB, 则 内 射 i 导出 同 
构 纪 :Hs(B,ANB) Hn,(X, A),ne2. 

.利用 切除 定理 将 很 容易 证 明 以 下 双 角 锥 同 构 定理 . 

定理 3.15 对 每 个 n, 存在 同 构 s: 互 (X) Hurl (SX) 
使 对 映射 :XX 一 站 有 8,f = (Sf);ss, 其 中 SX 为 芒 的 双 
角 包 ( 见 第 一 章 58 习题 10)， (Sf)[z,#] = [fw), dt ], 

证 : 令 Be 为 以 下 合成 ， 即 s, = liOr! 


Hn (X) 过 Hui(CX, X) -3 Hpi(SX, CX) 过 序 。 (SX) 


在 这 里 C+X,C_X 是 SX 对 应 于 x[$,1], Xx[0， 站 的 子 空 
间 ， 忆 是 空间 偶 (C+X, 瑟 ) 的 同调 正 合 序列 的 联结 同 态 ，j。 
是 (SX,C_ 关 ) 局 调 正 合 序列 中 的 内 射 同 态 . 因为 C+XX,C_XX 
可 缩 , 由 正 合 序 列 可 知 ,js 为 间 构 , 到 此 有 它们 的 逆 同 态 1 
和 ji  ， 

剩 下 的 只 要 证 明 i 为 同 构 . 不 幸 的 是 , 这 不 是 直接 的 是 切 
除 同 构 , 需要 作 略 微 的 修改 . 令 CX 为 SX 的 对 应 于 和 怀 x [二 
的 子 空 间 ， 则 有 以 下 可 换 图 形 
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且 nH1(CXXX[ 于 生 ]) 人 Hat1(SXCX) 


NC A 


Hnt1itC+rX,X) 


其 中 位 ;22 都 是 内 射 ， 容易 看 出 ， 定 理 3.13 可 直接 推出 (i2)。 
是 切除 同 构 , 另 一 方面 il: (C+X,X) 二 (CX,XX x [3, 贡 ) 是 同 
伦 等 价 , 因此 (41): 也 是 同 构 ， 从 而 得 出 ?# 为 同 构 . 

等 式 sf 二 (Sf).s4 的 推导 是 容易 的 ， 

作为 本 节 的 结尾 下 面 举 几 个 计算 奇异 同调 群 的 例子 , 都 是 
利用 正 合 同调 序列 计算 的 . 可 见 , 正 合 序列 和 切除 定理 对 于 某 
些 空间 的 奇异 同调 群 的 计算 是 有 用 的 . 

例 3.16 五 (3S1 兰 G, 万 (91) 宕 2 Hn(S)=0,(n #0,1). 

“证; 令 久 = 51,z 和 分别 是 $1 的 北极 和 南极 ，U = 

Sl\zyV = Sl\z'. 因此 站 UVY= XX, 存在 M -TY 正 合 序列 


HV) @ HV £3 机 (50 Ss Ho(U NV) 2 Ho(U) @® Ho(V) 


因为 U 和 VV 可 缩 , 第 一 项 为 0, 因此 A 为 单 同 态 从 而 本 (5S) 
同 构 于 imA = kerg,. 任 mz 十 ny € Ho(U NV 全 2Z@2Z, 若 
ga(mzs + ny) = 0, 则 (mz 十 ng) = (mz + ng) = 0, 从 而 
fp 一 一 2 即 mnz 十 28 = m(z 一 胡 . 这 就 是 说 ，kergs 是 由 2 一 y 
生成 的 自由 Abel 群 ， 从 而 站 (3S1) 兰 kerg; 宇 2. 
对 n>1, 考虑 以 下 M 一 V 序列 的 一 段 
HU @ HV) 各) Ha,(S!) -2 Hai(U NV) 
因为 忆 V 可 缩 ， 第 一 项 为 0. 因为 UNnV 同 伦 等 价 于 二 点 空 
间 ， 因 此 豆 , (ZnY)=0tn > ,从 而 H,(5S1) = 0(n > 1), 
例 3.17 
~ 和 n+1 eny Z 当 r = 7 
(ym) 尘 2 
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证 : 取 zz 为 3" 的 北极 和 南极 , 令 U = Sn"\z TY = 98 -2 
根据 球 极 投影 ( 见 第 一 章 例 4.7) 可 知 UV 兰 R* 宕 V, 而 且 
UNV = SM\{z,z} 宇 RM"\{ 原 点 }, 易 知 S"-1 是 它 的 形变 收缩 
核 ， 从 而 UNV = 5S"1.M 一 V 序列 的 一 段 就 变 成 


Hr (R")® H; (R") Ly 订 (Sn"] -人 让， (S™-!) 
2 Hr (R")® Hei (R") 

第 一 项 和 最 后 一 项 为 0， 因此 A: Hr; (S") SH,_1 (Sn-1)， 因 
此 H; 3 EH,_nt1 (31), 从 而 H; (9") 一 0， 当 n r, Hn 
(S") 宇 

利用 宝 癌 人 (Brrl gn) 的 同调 正 合 序列 
Heri (Entl -写本 Hi(En+L Sn) -和 y 序 (Sn) pb, (Et!) 
马上 得 出 8,: Hn(B"+1, Sn) 兰 应 (Sn)， 

习 题 - 

1. 设 0 一 4- 儿 8- 加 CC 一 ;0 是 Abel 群 的 短 正 合 序 
列 ， 证 明 以 下 论断 彼此 等 价 ， 

(a) 存在 同 态 f:B 一 A 使 ff = 便 等 . 

(b) 存在 同 态 5C 一 BB 使 ;= 恒 等 . 在 每 个 情况 有 
B A 日 OC, 这 时 称 正 合 序列 是 可 裂 的 . 

2.( 五 项 引 理 ) 设 以 下 是 Abel 群 和 间 态 的 图 形 使 得 每 行 都 


是 正 合 序 列 而且 每 个 方块 可 换 . 证 明 ， 车 fi, fa, fs; 上 为 同 构 ， 
则 户 也 是 同 构 . 


ol C2 人 3 位 人 
.C1 一 


. | |: |。 |: |s 
Di — Dp, Bp ps ED, sp 
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3. 对 任意 空间 偶 {(X, 4) 证 明 ， {a) : 瑟 st4) HelX) 
对 任 9E2 < HH(X,A)=0 任 ge 2. 

(b) Ha(X,A)=0 当 gn > i H(A) ~ He(X) 当 
gq 之 nn 同 构 ， 而 当 g 二 7 是 满 同 态 . 

4， 设 ( 玉 ,4,B) 为 空间 三 重组 ， 4 是 天 的 收缩 核 ， 则 
H,(X,B) Se HX, A)® H(A,B), 任 g€2. 

5， 设 计 A 一 久 为 内 射 ， 可 形变 到 4, 即 存在 同 伦 
FXXxI 汪 >》 革 使 F(z,0) = z,F(z,1) € 4A( 任 z EXX), 则 有 可 
裂 的 短 正 合 序列 


O 一 Hon(X, A) 也 再 (4) 一 HO) —0O 


而 且 到 (4) SS Hon(X,A)@H, (X), 性 qe 2. 
6. 设 二 一 人 工 为 正方 形 到 环 面 的 商 映 射 则 4 二 p(y 
}= 5! V S! 并 证 明 : 
H,(T, A) 2 Hn(12, > ),ne2 
然后 进一步 计算 出 Hn(T),n € 2. | 
7. 设 MM 为 n 维 流 形 ， EM, 证 明 : 


HMM-o)={0 2 


8. 设计 A 一 XX 为 内 射 ， 苹 UiCA 为 不 相交 并 集 护 UCA 
在 等 价 关系 a ~ [a,0] 之 下 的 商 空间 ， 证 明 ; 


H,(X,A) SH (XUCA),, nez. 


$4 单纯 和 奇异 同调 的 一 致 性 


在 81 我们 介绍 单纯 复 形 KK 的 同调 群 ， 所 至 又 中 , 我 
们 介绍 了 空间 了 X 的 奇异 同调 群 ， 并 且 证 明了 它 的 伦 型 不 变性 
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及 其 他 许多 性 质 ， 我 们 将 在 本 节 证 明 ， 当 于 是 多 面体 | KK |， 
则 奇异 同调 群 Ha(X) 和 单纯 同调 群 HH.(K) 同 构 (ne 2). 这 
说 明了 , 对 多 面体 来 讲 两 种 同调 群 是 一 致 的 . 然后 通过 引进 多 
面体 的 块 形 前 分 ， 介 绍 多 面体 的 间 调 群 的 一 般 计 算 方法 . 
设 KK 为 单纯 复 形 ， | KK 上 为 其 多 面体 .我 们 要 证 明 奇异 
， 同 调 群 Ha(| K |) 和 单纯 同调 群 .(K) 同 构 (ne 2). 

设 o9,...,08 为 天 的 所 有 4 维 定向 单 形 ， $1 中 已 提 到 
gq 维 单纯 链 群 Cy(KK) 是 {co4,...,o2} 生成 的 自由 Abel 群 . 因 
为 单 形 定向 的 选择 是 任意 的 , 因此 以 下 将 每 个 单 形 的 顶点 排列 
唯一 的 确定 为 有 序 单 形 的 形式 ， 即 将 扩 所 有 顶点 排序 ， 然 后 
天 的 每 个 单 形 o 规定 为 有 序 单 形 。 { 见 第 三 章 定义 2.10). 令 
LC,(K) 一 Sr 人 | K? ,| Ko11) 为 以 下 合成 (r < g) 


CAK) SB Si(| KN) = Sr(| KD)/S,(| Ke 


其 中 天 "为 有 的 g 维 架 , 1 将 天 的 有 序 单 形 (ago ar) 
映 成 线性 奇异 单 形 (oan,a1,,..,07). 显然 在 Sr(| 天 ?| ,er | 
) 中 线性 奇异 单 形 la?,a1,...,a") 是 闭 链 ， 它 的 同调 美 记 为 
lien,...,a")] € H-(| K®|, Le- 一 小 因 些 ! 导出 同 术 
Cr(E) 全 丽人 | 下 | 天 |) 
(ao ,ar) + lad,...,a")] 
我 们 将 首先 证 明 当 一 9 时 于 为 同 构 . 
命题 41 对 gq>0,lCo(K) 一 Hl| KI |,| K471 | 为 同 
构 而 当 7 冯 gq; Hi(| Kl],| KT1|) =0. 
我 们 首先 证 明 一 个 引 理 , 设 5 为 单 形 c = (a,al,...,a") 
的 重心 . 任 z E o - {5} 有 向 线段 zz 的 延长 线 交 0 的 边界 
于 y 点 , 令 r(z) = 接 下 , 则 0<rz)<1 令 VU={z€ 
一 {56} |r(e) > #3},V = {sz Eo— {6}1r(z) > 3 则 VCU 
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都 是 e 的 开 集 ， 并 且 有 以 下 引 理 . 


引 理 42 内 射 1 是 切除 ，j 是 同 伦 等 价 
(oD oN oc-VULV) 
从 而 ij 都 导出 同 构 
Halo) > Ho UV) Flo — VU —V) 


证 : 显然 在 c 中 有 CU, 因此 站 是 切除 ( 见 定理 3.13). 为 
了 证 明 j: (0,6|) = (oy0), 定义 有 (0,U) 一 (ol) 为 有 5) = 
9, 对 于 Zz& goa-{U,5}, 在 有 疝 线 段 5z 上 取 z' 使 r(2") = 27(z)， 
定义 ZY) = zx. 对 于 zx EV 则 定义 hz) = YY 为 6z 与 9 边 
界 的 交点 ， 

h 是 连续 的 ， 而 且 容易 作出 同 伦 Fao xT 一 o 使 有 之 
lo, F(U x TI) CU, F(z,t)=2 3 7x eldl. 

命题 4.1 的 证 明 设 of,...,a8 为 KK 的 所 有 9g 维 有 序 单 
形 . 根据 引 理 4.2, 令 


Ui={seo lr) >3)}, V={reoflr(s) > 1) 


从 而 存在 所: (cg zi) (cg 3) 和 羽 :o9xI 玫 of 使 hh 苇 
let = 1,2,...,k. 现在 令 


U=| Ke | UD), VV=| EK |UUEW) 


，144 ， 


并 且 令 j:(| K? |,| 天 9 |) 二 (| KS |,0) 为 内 射 ， 然 后 定义 
hk:(| KI 0) = (0K,| Ke |) 与 F:| KY | xI | K* | 为 


h(t) = 2, F(z,t) = 2, x el Kr!|,0<t<1 
h(x)=hi(z), F(z,t)= F(z,t), Br Eo 0 <t< ,i=l,...,k 
根据 粘 接 引 理 ， 户 和 三 都 连续 , 并 且 大 lra: | ES | 一 | KS), 
使 F(U x 了 CU F(z,t) 二 xz 当 w El 天 -1 |, 因此 了 是 同 伦 
等 价 ， . 

条 :本 (| KN,| KT EE Hl) K? |,D) 
另 一 方面 ， 内 射 (| Ko 一 (| K?1,0) 显然 是 切 
” 除 ， 因 此 
Hl EI | VU-V SH KY |,UV) 
从 而 这 1 Hr(| KY -VU 一 V) 全 (| Ks? |,| K? 站 ). 但 是 
(| Ke 1 -VUV)= (U,Vi— Wi)) 是 个 互 
不 相交 的 道路 连通 分 支 的 并 集 ， 因 此 Hr(| K? | 一 V,U 一 六) 兰 
®t 1 有 (eg 一 如， U;— VW), 再 利用 引 理 4.2, 得 出 
(| 天 人 ) 兰 ERr(og | 好) 
而 且 这 个 同 构 是 由 内 射 所 导出 的 . 
因为 (08,| 缉 上 ) 兰 (29,597), 由 例 3.17 得 出 HH: ( Kel, | 
K94-1|) ==0, 当 r+ 关 q. 另外 有 Holo?,| 68 ) 人 S22, 由 线性 奇异 
单 形 llof) 所 生成 ， 因 此 得 出 


LOA(RK) 兰 Hl 天 ?| 天 9 |) 
证 毕 . 
现在 记 自由 Abel 群 Te = Hy(| Ks |,| 天 9-+ |), 并 且 定义 
素 T， 二 Ta: 为 以 下 合成 


Hall K* ,| KD) S He] KH)) 3 Hoi(l Ke ,| Ko |) 
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其 中 为 (| Ks |,| 一 |) 同调 正 合 序列 的 联结 同 态 . 
下 面 说 明 以 下 图 形 是 可 换 的 


La Pa-1 
I 上 


0. Te 
HIKE — Hai(|K-1) — Te Ha (IK KA!) 


| 


CalK) Ca-i(K) 


这 是 因为 对 于 下 的 有 序 单 形 (a?,... ,a) 


责 (oa?) = 记 B[(ao, ,aog]] 一 大 (oa9)] 
= flied,...,07)] = id(a®,..., a?) 


因此 了 导出 KK 的 单纯 同调 群 和 链 复 形 {Ty,54} 的 同调 群 的 同 
构 
i:H(FISEH,(T), ne2Z 

下 面 的 工作 是 证 明 H,(T) 和 奇异 同调 群 Ha(| K |) 同 构 
( 任 n Ee 2), 为 此 先 证 明 两 个 命题 . 

命题 43 对 gq>0,H(|K|))=0, 当 r<g. 

证 车 r = 0,| K? | 是 有 限 个 点 的 集合 , 显然 有 Ho(| 五 | 
) = 0(g > 0). 对 7 作 归 纳 法 ， 设 对 > < 4 命题 已 成 立 . 考虑 正 
合 序列 
Haoi(|KI KD) S HAIK™ 1) Hil] KD) S Hl K* ,|K™ I 


根据 命题 4.1, 第 一 项 和 最 后 一 项 为 0, 这 样 便 得 出 
和 :天涯 丽人 天) 


而 前 者 根据 归纳 假设 为 0. 完成 了 归纳 法 . 
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命题 44 对 g>0,Ho(|K|,|K"|)=0, 当 ">g 时. 

证 : 车 > dimK, 则 | K” |=| K | 显然 (| K |,| 
K" |) = 0. 对 7 作 向 下 归纳 , 设 Hy(| KK |,| K"t11) 二 0 当 
7 > g， 考 虑 三 重组 (| KK |,| K"t1 |,| K" |) 的 正 合 序列 ， 

HI KT | KN) SS Hl KI, KD) 3 Hl K ,| Kr+!| 
) 号 _1(| K"t1 |,| K" |). 由 命题 4.1, 第 一 项 和 最 后 一 项 为 
0, 因此 


Hel KI KD) ES Hal K |,| Kt)) 


而 后 一 项 根据 归纳 假设 为 0, 完成 了 归纳 法 . 

现在 我 们 的 准备 工作 已 全 部 做 完 , 可 以 证 明 以 下 本 节 的 主 
要 定理 . 

定理 4.5 当 r? < dimK, 链 映射 LCi(K) 一 Sr(| K |) 
导出 同 构 :HW(K) 兰 (| KK ||) 而 当 > > dimK 时， 有 
H.(K) = H,(| K |) = 0. 在 这 里 1 将 每 个 KK 的 有 序 单 形 
(a9,,.….,a7) 映 成 线性 的 奇异 单 形 (a0,... ,a"). 

证 : 我 们 只 要 证 明 玉 .(T) 兰 H.(| KK |)( 任 rE 2). 考虑 以 
下 同 态 的 图 表 


ED 6 
工 ,+1 和 am To 一 -一 工 e 一 王 
HK9 一 了 = 且 _1(K9 和 = 
上 把 


Bo 人 Ke 四 全 HE 区 AIKqKe) Sitee- Dak 


FE 


Hati(M Ren 


下 要 
Hot1(F Kt YY Hot 


I l 
0 0 
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其 中 第 一 坚 列 是 三 重组 (| K j ,| Kr+t1 |,| Ks? |) 的 正 合 序列 ， 
第 二 坚 列 是 空间 偶 (| KK |,1 K? |) 的 同调 正 合 序列 ， 注 意 到 是 
外 ,交加 组 成 的 序列 . 另外 2, 轧 : 胞 组 成 正 合 序列 . ze, 因 组 
成 正 合 序 列 . 图 中 标 出 等 于 0 的 部 分 是 由 命题 4.3 或 44 得 
出 ， 

由 正 合 性 ，z 和 从 满 同 态 ， 和 办 单 同 态 . 根据 联结 
同 态 的 定义 有 名 = 多 入 , 于 是 对 任意 gE 2 有 


HT) = kerB,/imOs 1 = ker(j sO)/im(j0,) 

kerBl /im(j,0,) = imjs /im(js0.) 

Be( Ka |)/imB, = Hal| K® |)/im(8,i,) 

= (| Ke |)/im89 (因为 2. 满 ) 

Hl] Ke |)/kerid (因为 im80 = kerig) 
Hall K |) (因为 局 满 ) 

而 且 上 述 一 系列 同 构 都 是 内 射 所 诱导 的 ， 与 前 面 所 述 的 同 构 


;Ha(KK) 兰 Ho(T) 合成 就 得 到 本 定理 结论 . 
推论 4.6 设 (K, 工 ) 是 单纯 复 形 偶 ， 则 有 同 构 


民 


民 上 


HHA(K,DSEH( KI,|L)D),ne2 
证 ， 不 难 验 证 以 下 是 链 复 形 短 正 合 序列 的 可 换 图 . 


Ow Cl) Sw CK) 2 CARL) ~ 0O 


I 
O 一 mw Su 人 |Z) 二 Sn{|KD EE Sn (| 天 | 一 上 0O 


根据 定理 3.3, 产生 出 长 正 合 序列 的 可 换 图 
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ee Hl) Sp Ha(K) Tp Ha(KL) Sp HL) 友 w，，， 


Fk 


re Ha(lLD) Sp Ha (KD) Sp Ha (IKI ED) SH (| 


由 定理 4.5, 两 边 四 个 以 都 是 同 构 . 因此 由 五 项 引 理 得 出 中 间 
的 六 为 同 构 . 

推论 4.7 车 多 面体 | Ki |=| Ky |， 则 Hn (Ki) 衬 Hn(K2)( 
任 ne 2). 这 就 是 说 , 同一 多 面体 的 不 同 剖 分 ,其 单纯 同调 群 
是 一 致 的 ， 单 纯 同 调 群 也 同样 是 伦 型 不 变量 . 
下面 我 们 介绍 多 面体 的 同调 群 的 计算 方法 ， 由 于 多 面体 
| 天 | 的 单 形 个 数 一 般 比较 多 ， 因 此 需要 将 若干 个 单 形 组 合成 
所 谓 的 块 形 ， 使 计算 能 得 到 某 种 化 简 . 

定义 4.8 单纯 复 形 KK 中 的 ni 维 块 形 是 KK 的 子 复 形 侦 
(e,é) 使 得 dime =n, 而 且 (n> 0) - 


A~|j2Z r=n 
Hr(e, é) 一 | 0 rn 
其 中 叫做 。 的 边界 ,e -6 加 做 6 的 内 部 . 当 n==0 规定 
é= 9%. 
以 上 块 形 的 条 件 是 用 同调 群 来 刻 划 的 , 这 在 实践 中 将 很 难 
掌握 如 何在 KK 中 组 成 块 形 (e,é). 但 是 由 于 na 维 圆 盘 和 它 的 
边界 (EB",S*-!) 有 ( 见 例 3.17) 


ZZ 了 一 多 


Ban,sr0=| 0 rn 


因此 可 以 给 出 一 一 个 粗略 的 但 很 直观 的 判断 据 形 的 一 个 法 则 ， 
如 以 下 命题 所 述 . 
命题 49 设 (M,N) 是 (可 ,5"-1) 的 前 分 ，f:| M -| 
KK | 是 单纯 映射 使 了 在 |M1|- 11 上 是 一 一 的 ， 则 
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(f(M), 了 (N)) 是 KK 中 1% 维 块 形 ， 其 中 f(M) = {fc) ice 
M}. 

证 : 因为 f 在 |M| 一 |N |1 上 是 一 一 的 单纯 映射 则 了 
导出 的 链 映 射 阴 :Cr(M,N) 一 Cr(f(M), 了 (N)) 是 链 同 构 ， 
从 而 f: Hr(B",S" 1) 衬 Hr(f(M),f(N)), dim J(M) = 于是 
显然 的 ， 因 此 (f(M), 了 (N)) 满足 定义 4.8 的 条 件 . 

定义 410 单纯 复 形 五 的 块 形 剖 分 是 KK 的 有 限 个 块 
形 的 集合 ， 满 足 

(a) 天 的 每 个 单 形 恰 在 一 个 块 形 的 内 部 . 

(b) 每 个 % 维 块 形 的 边界 是 若干 个 m 维 块 形 的 并 集 (m < 
n). 

例 4.11 设 复 形 K 是 环 面 人 的 前 分 如 下 图 所 示 . 我 们 给 
出 下 的 一 个 块 形 前 分 ， 由 以 下 块 形 组 成 
一 个 2 维 块 形 e? 一 天 
两 个 1 A (al a2), {a2, ad), (a?), (01), (a7)} 


二 = {(a", a3), (as3， a4), (a4, a0)， (ao)， {a3)， {ag)} 


一 个 0 维 块 形 e = {(a")} 


af al C2 a 


并 且 规 定名 = elUe4 半 = 臣 = eo, 色 = 二 0 这 显然 满足 块 形 
谢 分 的 条 件 (a) 和 (b). 
例 生 12 设 工 是 RP? 的 训 分 如 下 图 ,以 下 给 出 块 形 谢 分 


e2 整个 复 形 上 
el = {(ao, a0), (al, a2), (a2, ao), (ao (a'), (07)} 
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er = {(e")} 
并 且 规 定 é2 一 el,el 一 el0, 的 一 办 


定义 413 设 瑟 已 给 出 块 形 剂 分 

(1) 单纯 复 形 KK 的 单纯 子 复 形 王 叫 做 五 的 块 子 复 形 ， 
如 果 工 是 下 的 若干 个 块 形 的 并 集 ， 

(2) K 的 块 n 维 架 K, 是 所 有 m 维 块 形 并 集 (m < 中， 
它 显 然 是 一 个 块 子 复 形 ， 

(3) n 维 块 形 (e,é) 中 所 有 n 维 单 形 {oi;} 的 如 下 线性 组 
合 半 0i 叫做 rn 维 块 形 链 ， 

单纯 链 站 mioi E Cn(e,E) 因为 整 系数 mi 互 不 相等 ， 因 
此 未 必 是 块 形 链 . 但 块 形 链 江 ao; 每 个 系数 为 1, 显然 是 单纯 
链 ， 

定义 4.14 设 复 形 乒 已 给 出 挟 形 剖 分 ， 工 为 块 子 复 形 . 

M" 二 KnUL 岂 做 KK 的 相对 块 元 维 架 , 

定理 415 当 rz%w 晶 (M7,M"m)=0 而 五 (M",M™) 
是 自由 Abel 群 ， 其 生成 元 和 会 在 扩 一 上 中 的 所 有 nn 维 块 形 
一 一 对 应 . 

证 M" 一 M"-1~ (Kn JUL)— (EK -1UL) 一 五 nm 一 (五 一 1U 
万 = Ui(ei 二), 其 中 和 式 取 裔 内 部 伟 在 多 一 工 的 所 有 n 维 块 
形 (ei, 6). 因此 它们 的 相对 链 群 之 间 有 
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Or(M™,M"-1) DiCr (ei,6i) 


| I] 


Cr_1(M",M"-1) DiCr—1(€i,éi) 


这 是 因为 每 个 单 形 在 唯一 块 形 的 内 部 ， 过 滤 到 同调 群 有 


0 rn 


H.(M", M"-!) BiHr(ei,éi) = | DZ f=n 


现在 考虑 Hn(JM",M"-!1). 因为 Cn(M", M"-!) = 0, 
因此 Hi(M", Mn"-D = Zr(Me Mn DC Cn(Mn Mn ) = 
OC.(K, 荆 ), 最 后 一 个 等 式 是 由 于 M" 一 MM”! 中 所 有 维 单 形 
就 是 下- 工 中 所 有 nt 维 单 形 的 缘故 . 这 就 是 说 , H,(M", Mn 
是 单纯 链 群 Cn( 玫 ,了 ) 的 子 群 . 

令 Cn = Ha(M"™, M"™-) 为 nn 维 块 形 链 群 . 人 Cn 一 
Cn( 瑟 , 研 ) 为 内 射 同 态 ， 定 义 边 缘 同 态 dn+1: Ontl 一 Cn 为 以 
下 合成 
Cnt=Han(M™tl, Mn 2 本 (Mn 月- Hi(M", MD 一 Cr 
其 中 8 为 (M"+11,M", 工 ) 的 同调 正 合 序列 的 联结 同 态 ， 

命题 4.16 CO = {Cn, 册 } 为 链 复 形 ， 9 为 链 映 射 . 

证 ， 只 要 证 明 dd = 0 和 以 下 图 形 可 换 ， 即 bd = 860. 由 正 
合 性 ， 1 三 0, 因此 dd = 0. 任 rE Cn dr 三 Na (zr), 考虑 
以 下 链 复 形 短 正 合 序列 

OF CM DS CM LS CM”, M"!) -30 
显然 ze CC Cn(M",M"™-1) 是 Mr - M"! 中 nn 维 单 
形 的 线性 组 合 ， 又 因为 Mn - Mr C M" 一 工 , 因此 可 看 作 
z ECn(M",D), pj(z) = z, 同样 也 有 8z = j(8z). 因此 

dz = jlDl(z) = jr = jr = Ox € Zn_1(M™!, M™?) 
bdz = Br = O07 (因为 8 内 射 ，9(y) = 一切 
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Crt = Hori(M"tl,M") 一 全 Con(KL) 


FF 


d Hn-i1tM™ 1,L) 0 


扫 
如 


Cn 一 PCUMMn ClK,D) 


: 


‘|a 五 (AL 如 
上 
Co- 一 - Hn iM M" 3) 一 人 On (KT) 


定理 4.17 链 肌 射 6:C 一 C(K,L) 导出 同 构 
0.: Ha (OC) eH,(K, LneZ 
证 : 证 明和 定理 4.5 的 证 明 类 似 ;， 只 叙述 主要 步骤 如 下 


Zn(C) = kerd= ker1282 
= ker82 (由 正 合 序列 ,六 单 ) 
= imjl 《由 正 合 性 ) 
兰 本 (Mn 了 ) 《因为 于 单 ) 


Bu(C] = imd = imj181 和 imB1( 因 为 j1 单 ) 


民 


已 (ad L)/imO} 
im[f2: Hn(M"™, L) 一 Ha(M™+1, LY 
已 (MT L) {因为 i, 满 ) 


Hn,(C) 


民 


再 由 (M"+3, M"*+1, 工 ) 的 同调 正 合 序列 和 定理 4.15, 有 
Ha(M™H, LT) ES HM"t?, 5) .HK, LL) 
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因此 豆 ,(C) 兰 责 ,( 天 ,了 ) 而 且 是 由 内 射 9 所 学 出 . 
定理 4.17 告诉 我 们 ， 单 纯 同 调 群 五,(K, 工 ) 可 用 块 形 链 
复 形 C = {Cdn} 的 同调 群 来 计算 ， 由 于 边缘 运算 dn: Cn 一 
Cu 1 只 对 每 个 块 形 作 用 ， 相 对 来 说 计算 要 简单 一 些 . 
例 418 对 环 面 T, Hi(T) 兰 2@ 2,H2(T) 宇 2. 
， 证 : 我 们 采用 例 4.11 中 的 单纯 剂 分 K 和 块 形 前 分 如 下 ， 
并 对 K 的 每 个 单 形 都 取 定 一 个 定向 


ez = 天 C2 全 2 以 z? 为 生成 元 

e} = aoa (al,02), (02,an), (an (a ), (0”)}, 
Cs 了 四 2 以 dj, 台 为 生成 元 

@ = {(a,03), (03,04), (et,an), (oh (an (a)}, 


Co 宇 2Z， 以 2 为 生成 元 
0 = {()} 


其 中 z2 = 18 个 2 维 定向 单 形 之 和 ，z = (ao0;al) 二 (alya2) 十 
{02,4°), 21 = (ad,03) + (aa ad) + (a4 aoj,20 = (Go)， 

现在 计算 dz?,dzl, 和 dz 注意 到 gd = 86, 因此 边缘 运 
算 d 实际 上 是 原来 单纯 链 的 边缘 运算 9. 容易 得 出 


1 
dz1 


1 
dz3 


B(ada!l) + (ala2) + O(a2ar)} =0 
aka0a3) + afasa4) + (ada0) =0 


i 
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18 
一 >». Oo2 一 0 
i=1 


因此 Za(C) 兰 2 以 又 为 生成 元 ，B2(C)=0.21(0) 守 2Z@2Z. 
以 村 , 世 为 生成 元 ， BifC) = 0. 因此 结论 马上 得 出 . 

例 419 Hi(RP’) & Zo, Hol RP?)=0, H;(RP?)=0,r < 
0 或 >>2， 

证 : 在 例 4.12 的 RP2 痢 分 上 中 ， 对 每 个 单 形 都 取 定 一 
个 定向 ， 并 给 于 块 形 剖 分 如 下 


ce 一 了 CF 
一 {(e'ae (ala (aa0), (ao Ca), (a)}, CI 兰 台 
e = {(o)}j，Co 兰 了 


RN 
| 


其 中 块 形 链 群 Co Cu Ca 分 别 以 202= ,zl = (atal) 十 (ale2) 十 
(cza0),z2 二 10 个 2 维 定向 单 形 之 和 为 生成 元 ， 容 易 算出 


dz = 2z!,dz! =0 


因此 ZafC) = 0, 妈 (CO) 兰 2 以 21 为 生成 元 ，B1(C) 衬 2 以 
2z1 为 生成 元 ， 因 此 Hz(RP2) = 0, HI(RP?) 宪 2Z/22 = 2 
例 4.20 


Ho(RP") 空 2Z, HRP") = 0, 当 r < 0 或 r > n 或 r 偶 
Hr(RP*) & 2, 当 0 <r <n 有 7r 奇 
Hn(RP") 兰 ZZ， 当 n 奇 


证 ， RP" 可 看 作 “ 八 面 形 "5S"( 参 见 第 二 章 例 1.15(2)) 将 
对 径 点 县 合 ， 设 复 形 Ln 为 5 的 前 分 ， 即 “ 八 面 形 " 前 分 ， 令 
I 为 Ln 的 重心 重 分 .因此 履 的 任 一 顶点 a 的 对 径 点 也 是 
IL 的 顶点 .将 下 的 对 径 顶点 重合 ， 再 将 对 径 单 形 也 琵 合 ， 
则 组 成 复 形 MM 为 RP"* 的 单纯 削 分 . 
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因为 5 = 如 U5?, 其 中 本 与 缉 为 5 的 上 半 部 分 与 
下 半 部 分 ,而且 村 ,5 的 边界 都 是 节 ,因此 对 可 给 出 
块 形 前 分 。 
全 == 有 弛 上 所 有 单 形 组 成 的 子 复 形 


”这 1= 可 "上 所 有 单 形 组 成 的 子 复 形 
入 = 有 上 所 有 单 形 组 成 的 子 复 形 
入 = 辟 上 所 有 单 形 组 成 的 子 复 形 
设 | 及 | Mn 位 RP" 为 商 默 射 ， 则 杰 , 如 -1,..., 丁 为 
Mn 中 的 块 形 齐 分 ， 其 中 本 = p( 隆 ). 因此 有 块 形 链 群 
Cr 人 空 2 以 Zz 为 生成 元 ， 台 为 6 上 抉 形 链 , r = 0,1,...,n 


下面 证 明 dz = (十 (一切 了 于 一 1. 
设 ai 与 atll Si<7) 为 “ 作 面 形 ” 前 分 I 的 对 径 项 
点 . 令 加 二 抽 一 001; 则 B20 二 0, 即 20€ 加 (Lo). 设 和 1 EE 
Zoi(Lri), Bh B21 = 0, 令 ar = artis1 — arpizr-19 则 
azr = [27-1 一 4r+l(Bx 1] — [#1 — oi1(0zr_1)] = 0, 因此 
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Zr 三 Zr(Lr). 设 L+ 表示 Ir 的 土 半 部 分 ， 则 ar+1zr-1 为 
2.(L+,L 上 .1) 的 单个 生成 元 . 
和 命题 3.7 的 叙述 类 似 ， 有 一 个 重 分 链 映射 
ad': Zr(Lt, Ler) Zr (LH), DL) 
使 sd (artizr-1) 为 Zr((L+),L_1) 的 生成 元 ， 因此 
. Pp#sd (ar+12r-1) EZ -1(M;, Mr_1) = Or 
为 生成 元 ， 恰 好 是 牙 = px#3d'(art1zr-1). 因此 有 
dz" p#sd O(arti2r_1) = p#sd (zr_1) 
Pp#sd (orzr-2 — arzr-2) 
p#sd (arzr-2) + (—1)"p#sd (arzr-2) 
= [L+(bD zz 
最 后 第 二 个 等 式 是 根据 27_2 = (一 1)" zr-2,p#sd'(ar27_2) 一 
pysd'(arzr_z) 而 得 出 的 ， 这 样本 例 的 结论 立即 得 出 . 
习 周 
1. 证 明 多 面体 的 切除 定理 : 设 ( 玉 , 荆 ) 为 单纯 复 形 偶 ，K1 
为 KK 的 子 复 形 使 天 = KiUL. 令 Li = KiNnL, 则 有 内 射 诱 
导 的 同 构 :Ha(| Ki b| 4 全 H(| KL 
2. 试 给 出 M6bius 带 的 块 形 放 分 并 计算 它 的 同调 群 ， 
3. 设 天 为 等 边 三 角形 将 每 个 边 按 图 中 箭头 方向 亚 合 . 试 
给 出 区 的 单纯 前 分 和 块 形 章 分 ， 并 计算 它 的 同调 群 . 


4. 已 给 互 素 的 整数 p,g 且 p > 2. 透镜 空间 L(p,q) 是 瑟 
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在 边界 832 上 做 如 下 郝 合 而 得 的 空间 ， 将 赤道 31 作 p 等 分 ， 
其 等 分 点 为 a0.al,. ,az-l, 并 且 都 和 极点 ce = {0,0,1),b = 
(0,0, 一 1) 联结 ， 如 图 ， (p,q) 是 通过 将 每 个 三 角形 aara"+ 
和 ba"t4ar+4tl 答 合 而 得 ， 其 中 > 十 gr 二 4 十 1 按 模 p 整数 考 
虑 . 通过 给 出 适当 的 块 形 剖 分 证 明 : 


Hi(L(p,a) eZ», Ha(L(p,q)) 0, Ha(L(p,q) 2 


“5, 设 (KE, 为 单纯 偶 ， 证 明 ， 存 在 双 角 锥 同 构 


sa: Hn(K,L) Ee Hnr(SK, SL) 


使 当 f: 中 KK|,1 荆 ) 二 (M1,| NN 为 映射 ，sef = (Ss 
在 单纯 同调 群 的 正 合 序列 


NM 


85 ”一般 系数 的 同调 群 


到 目前 为 止 ， 我 们 只 涉及 到 其 链 群 为 自由 Abel 群 的 链 复 
形 的 同调 群 ， 例 如 对 拓扑 空间 成 ,3( 瑟 ) 的 每 个 元 素 是 形式 线 
性 组 合 mshi, 其 中 和 为 奇异 单 形 而 msi 为 整数 可是， 以 
下 的 推广 经 常 是 有 用 的 ， 将 上 述 的 整数 ms 改 成 为 Abel 群 G 
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的 任 一 元 素 ， 这 样 得 到 的 链 复 形 记 为 S( 闵 ,G), 并 且 其 相应 的 
同调 群 是 妃 .(X,G), 以 Abel 群 G 为 系数 群 的 苇 的 同调 群 . 
因此 以 前 的 同调 群 Ha(X) 变 成 为 当 G = 2 的 特殊 情况 ， 即 
Hn(X) = Hn(X, 2). 

实际 上 (XX,G) 可 由 HH.(X) 完全 决定 ， 因 此 HnlX, GO 
并 不 能 给 出 更 多 的 信息 . 但 是 吾 。(X， 6) 经 常 是 有 用 的 ， 特 别 
当 GG 取 为 一 个 域 的 时 候 ， . 

Hn(X,G) 的 定义 是 纯粹 代数 的 ，“ 将 整 系数 改 为 G 中 元 
素 为 系数 ”的 思想 可 用 两 个 群 的 张 量 积 的 概念 来 刻 划 : 因此 
将 首先 从 抽象 的 角度 来 叙述 张 量 积 . 

定义 5.1 已 给 Abel 群 4 和 8B, 张 量 积 4@B 是 由 以 
下 生成 元 组 和 关系 组 的 Abel 群 ， 其 中 生成 元 组 {a @Bb | ae 
A,bE BB}, 关系 组 {(ai 十 aa) 因 站 一 四 因而 一 42 信 1 或 41 久 @ (有 十 
bo)— a ou Bh | a1,a2 EA,b, by € Bl. 

.人 讽 5.2 对 任 一 Abel 群 G,G@23 守 GG. 

证 : 作对 应 人 G@Z 二 GG 为 6l(g@n) = ng, 其 中 ge 
Gn EZ,ng=g+g+… 二 +g(n 次 !). 容易 验证 ，9 在 G@Z 
的 关系 组 成 员 所 取 的 值 为 0, 故 8 是 同 态 ， 容易 看 出 6 是 满 同 
态 ， 现 在 证 明 9 是 单 同 态 ， 由 于 


12 ,Xi(gi Bni)] =0 —> 2 Mnigi =0 
= (Tnig) 81=0 
一 Fomaen-。 
一 > (gm) =0 


因此 8 为 同 构 (并 且 以 后 经 常 将 G@ 2 和 G 看 作 一 样 的 ) 
例 53 已 给 正 整数 p,q, 罗 @ Zr 宇 Zlp,g), 其 中 (p,q) 为 
P,9 的 最 大 公 因 数 . 


证 ， 作 乡 Zp ® Zo Z(pg) 为 
Or®s)=rs (mod(p,q)), r € Zp,s€ Zo 


从 而 易 知 0 是 满 同 态 . 设 [和 (ri 8 si)] = 0, 则 守 和 risi = 
0 (mod(p,9)). 注意 到 数论 的 有 关 知 识 ， 存 在 整数 a,b 使 
》 Mrisi = ap 十 的 
从 而 有 
>》 和 (四 i】 六 >》 Airisi(1 ®@ 1) 
oap(l ®@ 1) + bg(l ® 1) 


a(p®1)+HH1®q) 
= 0 


| 


9 是 单 的 .因此 9 为 同 构 . 
例 5.4 设 p 为 正 整 数 ，Q@ 为 有 理 数 域 ， 则 Z,8 8 = 0. 
证 : 任 rE2p,sEQr8s=rp@s=0. 
命题 5.5 辣 态 f:4 一 49: 互 -如 导出 一 个 同 态 


fogABB—»A®B 


使 当 产 :4 一 4 ,9':B' 一 B” 为 另 一 对 同 态 , 有 (f'@g)(f®@ 
9) = ff® yg. 
证 : 定义 Jj8g:A@B 下 4'@B' 为 


(f ® la ®t = fla®ob),ae AbeB 


容易 验证 1 @g 在 4A@B 关系 组 成 员 上 所 取 的 值 为 0, 因此 
18g 是 同 态 ，(f'@g)(f@g9) = 了 站 fgg 直接 由 定义 得 出 . 
在 将 张 量 积 应 用 到 链 复 形 之 前 , 以 下 两 个 张 量 积 的 规则 是 
必 槛 的 ， 
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命题 5.6 (a)4@ 万 兰 BG@4i fb) 若 4= 6i4i 日 = 6jBi， 
则 A@BS@ij(A;:® B;). 

证 : (a) 是 显然 前 . 

(b) 将 9i4i 的 元 素 写 作 (ai), 其 中 ae 4hi. 定义 


PMBid, gg:B;o iB; 
ai + (0m), bi r+ (by) 
这 两 个 是 内 射 同 态 ， 再 定义 
:AGB BABB), $Bs(dh8B) + AGB 


O(a) 8 的 ] = (a by), Hi) = Fp: @ ge 
Zi E Ai® By 


则 $6[{(0i) @ (6;)] = $((ai ® b))) = Tpi 8 gi)(ai Bb) = 
piai @ gb = (0;) @ (5;), 即 $9 = 1. 另外 


6¢((ai ® b;)) = 0D, piai ® gb] = (0i) ® (57)] = (0 @ b;) 


因此 也 有 B86 = 1, 从 而 9 是 同 构 . 

下 面 我 们 感 兴趣 的 是 将 张 量 积 应 用 到 链 复 形 . 

命题 5.7 设 C= {C On,} 是 具有 边缘 同 态 :Cn 一 
Cn-1 的 链 复 形 ， 则 CQ@G= {Ch @ G,6®@1} 也 是 链 复 形 ， 
且 车 f:C 忆 DD 为 链 映射 ， 则 名 1:C@BG -D&G 也 是 链 
映射 . 

证 : 因为 (6g@1)B@1) = 88@1 = 0, 因此 C8®@G 是 链 复 
形 . 另外 (f@ 由 (681)=f881=8f81= (081)(f8®1), 
因此 了 @1 是 链 映 射 . 

定义 5.8 设 5S(X,Y) 为 空间 偶 (X,Y) 的 奇异 链 复 形 ， 
则 5S(X,Y;G) = S(X,Y) @G 也 是 链 复 形 ， 它 的 同调 群 


Hn (X,Y;G) = Ha(S(X,Y) ® G) 
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叫做 以 G 为 系数 群 的 (X,Y) 的 同调 群 ， 同样 的 
Hn (X;G) = H,(S (KJ OO) 


叫做 以 G 为 系数 群 的 天 的 约 简 同调 群 . 已 给 映射 f: (X,Y) 全 
( YY, 得 到 链 映射 所 @13( 和 YYJ@G 一 SKIPZ@GA 从 
而 导出 间 调 群 的 同 态 


f: Ha(X,Y;G) 一 Ha(X',Y';G) 


车 男 有 映射 9: (XY) 一 (X,Y"), 则 易 证 (gf = gh 而 
且 1 = 1， 根 据 定理 2.22. 再 稍 作 修改 可 以 得 出 , 著 f 之 
(X,Y) 坟 (X',Y) 则 户 = 也. 由 此 容易 得 出 HH,(X,Y; GG) 
也 是 伦 型 不 变量 . 

由 例 5.2, S( 关 ,了 ) 多 ZZ 和 S( 革 ,了 ) 可 以 等 同 ,因此 HH, (X,Y; 
2) 就 是 以 前 整 系数 的 同调 大 Hn(X,Y). 另外 容易 验证 对 于 空 
间 偶 (X,Y) 来 说 ， 以 下 序列 


0 5S(Y)8G #3 s(xX) 8 GY oxoG— ;0 


是 链 复 形 短 正 合 序列 ， 因 此 整 系数 情况 下 的 空间 偶 (X,Y 了 ) 同 
调 正 合 序列 可 推广 到 一 般 系数 的 情况 ， 如 此 等 等 . 

一 般 系 数 同调 群 玉 ,( 羡 ,Y; G) 可 由 整 系数 同调 群 HH,(X,Y) 
所 决定 . 下 面 将 讨论 两 者 之 间 的 关系 ,但 我 们 只 限于 考虑 最 有 
用 的 两 种 特殊 情况 C@ = 驴 或 驴 . 

命题 5.9 设 忆 为 链 复 形 而 下 为 域 , 则 链 复 形 C%F 的 辣 
调 群 玉 (C @ 古 ) 是 域 下 上 的 向 量 空间 ， 更 进一步 车 g:C 下 DD 
为 链 映射 ， 则 导出 的 同调 群 的 同 态 9: H(C@ FF) -> H(D@F) 
是 向 量 空间 之 间 的 线性 映射 . 

证 ， 先 证 月 CC 色 玉 为 下 上 向 量 空间 ， 这 需要 定义 玉 对 
于 C8@F 的 数 习 运算 为 f(c@ 让 =c®ff', 其 中 ceCf 了 和 
疡 E 五 . 显然 这 使 C@ 四 互 成 为 百 上 的 向 量 空间 ， 另 外 


fl(681)(c@f)) = fldc®f) = Oc® {Ff 


= (08®1[flc® I) 
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从 而 6@1: Cn 双开 一 Cr 多加 是 线性 快 射 . 因此 万,(C@ PR 
作为 Cn 加 玉 的 向 量子 空间 的 商 空间 仍 是 向 量 空间 ， 类 似 的 论 
证 可 说 明 g@1 是 线性 映射 . 

推论 5.10 已 给 空间 {X,Y}) 和 域 F, 则 H.( 汪 ,Y; 下) 是 
下 上 的 向 量 空间 而 且 车 9: (X,Y) 一 (X',Y') 为 连续 上 映 射 ， 
则 gg: HH,(X,Y; 耳 ) 一 琴 (X',Y',; 下 ') 是 向 量 空间 之 间 线 性 映 
射 . : 

下 面 开始 讨论 以 @ 或 如 为 系数 群 的 同调 群 和 整 系数 同 

调 群 之 间 的 关系 .对 @ 的 情况 ， 需 要 一 个 引 理 . 

引 理 5.11 设 纺 为 有 理 数 域 ， G 为 Abel 群 ._ (a) 车 
9g81 二 0E€ G8Q, 则 有 整数 nn 使 ng 二 0. (b) 若 让- G -全 
且 为 Abel 群 正 合 序列 ， 则 


FoQ Goo0ssneon 


也 是 正 合 序列 . 

证 : (a){g9a} 为 G 的 生成 元 组 ， 则 9 = noga, 其 中 ma 
只 有 有 限 个 不 等 于 0. 设 Go 为 上 述 和 式 中 出 现 的 有 限 个 go 
生成 的 子 群 ， 则 Ge 是 有 限 生 成 Abel 群 . 根据 有 限 生成 Abel 
群 的 分 解 定理 ， 存 在 同 构 


dG ZH.BI BI DB Lpore 
-个 
设 9(9) = (m1). Tr 2 Na) 则 
0 = (081)(g®1) 


(mi BL, mr Bn,...,n®1) 
€ ZOOB'BIOB Dh DOB'LB Zr BQ 


1 


由 例 5.2 各 5,4, ZO 实 全 Spert BO 一 D0, 因此 有 Ni 三 ... 三 
mr = 0, 即 9) = {0,...,0,n1,...,1s). 
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取 n 二 p71 pp) 则 9(ng) = (0,...;0, nm,...,nns) 一 0， 
从 而 ng 二 0. 

(b) 由 忆 -2G -全 五 正 合 , 则 Ba 二 0. 因此 (8@1)(a@ 
1)= (80)®1=0,im(o® 1) Cc ker(8 ® 1). 

设 291@E Eker(d 8B), Wp DBg9) BE=0€ HQ. 
令 tm 为 这 些 有 理 数 gi 的 公分 母 ， 则 mg; 为 整数 ， 从 而 有 


1 
2 Bg ma ® = 0 
或 者 人 ;magi(B(gi)] @1== 0. 由 本 引 理 (a) 得 出 ， 存 在 整数 m 
使 于 :mnmqgiB(g;) 二 0， 再 由 正 合 性 ， 存 在 fe 下 使 alf) = 
nmqigi. 因此 


. 1 1 
2 no = 2 mmaig: ® mm alf}® 7 


elUe@ 二 ) 


注 ， 将 正 合 序列 对 @ 作 张 量 积 后 仍然 保持 正 合 性 ， 这 是 
有 理 数 域 Q 的 特殊 性 所 决定 .如果 对 其 他 的 域 或 Abel 群 作 
张 量 积 后 ;未 必 能 保持 正 合 性 . 例如 0 -2 2 -5 Z 是 正 合 的 
如 果 8(m) = 2m, 但 是 


0 *9} Z & 2 1 ZF & 7, 


就 不 是 正 合 的 . 读者 可 自行 验证 ， 
定理 5.12 设 C 为 任意 链 复 形 ， 则 对 每 个 nEZ2 


H (CBR EC L809 


证 ; 由 0 一 及 (CO 今 C 全 Ci 正 合 和 引 理 5.11{b)， 
得 到 正 合 序列 0 一 > Zn(0) @Q 23} 0, 8 9 3 0n_18 0Q. 
因此 Zn(C ®@ 8Q) = ker(8 8 1) = Zn(C) ® @. 
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另外 由 正 合 序列 0 一 $2541(O) 一 Ci -2 Br 人 C) 一 0 
得 出 正 合 序列 0 一 (0)8Q 一 CnBQ 全 BB,(0)@ 
9 下 0, 从 而 有 Bn(C ®@ 8) = im(8@1) = Bn(C) @Q, 并且 


Hn(CBQ) = 2n(COW/Bn(CLQ) = 0) LQ/B (C8Q 


最 后 ， 由 正 合 序 列 0 一 B,(0O) 一 ZaC) 一 (C0C)} 一 0 
得 出 正 合 序列 0 一 Bn(C)@9 一 (C0) 80 一: HO) @ 
@ 一 + 0, 因此 Zn(0) @ /Bn(C) @ 8 宇 Hn(C) @ Q, 定理 得 
证 . | 

推论 5.13 对 空间 偶 (X,Y), 有 理 系数 同调 群 H, (X,Y; 
Q) 宕 H.(X, 了 Y)8Q. 对 单纯 复 形 侦 (天 ,大 ) 也 有 H(K, 工 ;Q) 衬 
HK,L)® 0. 

下 面 讨论 2 系数 同调 群 和 整 系数 同调 群 之 间 的 关系 ， 辣 
样 的 我 们 需要 一 个 引 理 . 

” 引 理 5.14 设 G 为 Abel 群 Qa:G ->G 是 定义 为 oa(g} = 

pg 的 间 态 ， 则 有 正 合 序列 


0 一 jeraGG 人 Ge@2 一 0 


其 中 Bly) =9@1. 

证 : 显然 8 是 满 的 ， 只 要 证 明 ime = ker8., 因为 falg) = 
Blpg) = p9 @1=gBp = 0, 因此 ima cker9， 另 一 方面 
可 以 定义 同 态 7:G 8 Zp 一 Gf/ima 为 y(g @n) = 陪 集 [nigl， 
其 中 nn € 有， 这 个 定义 是 合理 的 ， 因 为 [pg] = 0, 更 进 一 
步 ，T6:G 一 G/ima 怡 好 是 商 同 态 . 因此 车 9 E kerf, 则 
78(9) =0ceGjina, 从 而 9Eima, 序列 是 正 合 的 ， 

定义 5.15 上 述 kera 称 为 如 和 驴 的 挠 积 Tor(G， 已 )， 

显然 Tor(G, Zp) 是 G 的 如 下 子 群 ，{gEG1|1zg = 0. 因 
此 容易 说 明 Torf2， Zp) 二 0 而 Tor(2Zy, Zp) = Qt Tor(9E; 
Gi 2o) s @f_1Tor(Gi, 2). 这 样 ， 对 任 一 有 限 生成 的 Abel 群 
GQ, Tor(G, 22) 都 可 以 计算 出 来 . 
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定理 5.16( 泛 系数 定理 ) 设 C = {Cn,6n} 为 链 复 形 使 每 
个 Cn 为 有 限 生成 的 自由 Abel 群 ，p 为 任意 正 整数 ， 则 


Ha(C ® 2,) SE Ha(O) ® Zp DB Tor(Hn_1(C), Zp) 
”证 : 因为 C 是 有 限 生成 自由 Abel 群 , 即 Cn 兰 Z@… 申 2 
因此 Tor(C5, Zp) = 0 从 而 有 正 合 序列 (对 每 个 n) 
0 下 CC 全 Ce@Z2 一 0 
其 中 ae) = pc B(c) = ec@1. 由 定理 3.3, 存在 同调 正 合 序列 
i Ha(O) 2 BC) Ss Han(C @ Zp) 全 本 -1C) 2 
并 且 因此 产生 短 正 合 序 列 
0 一 ，coker ay 和 Hn(C® Zp) 一 ker on — 0 


其 中 coker Qa = HH,(C)/im ow. 因为 @y: Hn_1(0) 一 Hn_1(C) 
是 和 腾 以 p 的 同 态 , 由 引 理 5.14 可 知 , keraw 宕 Tor(Hw1(O), Zp). 
同样 可 知 ， ~ coker ax 振 n(C) 入 Zr， 从 而 以 上 短 正 合 序 列 变 
成 2 


0— Hn,(C) @® 2Z, Hs(C 8 29) —» Tor(Hn_1(O), 25) 一 0 


而 且 可 以 看 出 8 的 对 应 为 B.([z] @1) = [z 久 1, 对 于 z 6 
Zn(O). 

因为 有 短 正 合 序 列 0 一 + Zn(0) -全 Co 全 Bn_1(0) 一 
0, 而 自由 Abel 群 Cn_1 的 子 群 Bs_1(C) 仍 是 自由 Abel 群 ， 
因此 有 同 态 p: Ba-1(C) 一 Cn 使 gp = 18。_,(c). 由 吕 习题 
1, 存在 同 态 内 Cn 一 Za(C) 使 如 = 1z(c). 因此 以 下 合成 


ZC BL) + On BZ 0) BD Hn(C) 
将 Ba(C @ 2) 映 成 0, 从 而 可 导出 同 态 多 : Ha(C & Zp) 一 


Hn(C) @ Zo 使 得 守 B = 1. 由 3 习题 1, 以 上 短 正 合 序列 是 
可 型 的 ， 即 


Hn(C ® Zp) SE Hn(C) ® Zp B Tor( Hr-ilC, Zp) 
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证 毕 . . 
推论 5.17 设 (K, 荆 ) 为 单纯 复 形 伪 , 则 对 整数 p> 2,n 过 
0 有 


HlK,L;2,) > Hn(K,L) ® Zy ©® Tor(H,_1(K, L), Zp) 


习 题 

1. 对 任意 Abel 群 A, B,O， 证 明 : (4@ 有 DG@CSA4B@ 
(B®@O). 

2. 设 俱 G 一 瑟 为 Abel 群 之 间 的 同 态 ， 证 明 ，6 导出 同 
调 群 的 同 态 ,: Hn(X， G) » Hn(X, 人 使 当 f:X 一 工 为 映 
射 时 有 包扎 = 天 9 

3. 证 明 : Abal 狼 短 正 会 序列 O_OG HK 
DO 〇 导出 间 调 群 长 正 合 序列 


Ha(X,G) 2 Ha (XK; H) 2 Ha(X; FH) 2 有 XiG) — 


86 应用， Lefschetz 不 动 点 定理 


作为 同调 群 的 应 用 ， 本 节 介绍 Lefschetz 不 动 点 定理 ， 这 
是 关于 多 面体 自 瞎 射 的 不 动 点 存在 定理 ,而 关于 n 维 辐 盘 殊 " 
自 映射 的 Brouwer 不 动 点 定理 只 是 前 者 的 推论 ， 下面 首先 介 
绍 多 面体 的 Betti 数 , 挠 系数 ，Lefschetz 数 和 Euler-Poincaré 
示 性 数 等 伦 型 不 变量 . 

定义 6.1 单纯 复 形 KK 的 整 系数 同调 群 H,(K) 是 有 限 生 
成 的 Abel 群 , 因此 Hn(K) 宕 G 四 由 G 曙 2 四 … 自 2 tmr( 共 
有 和 个 全 ,从 而 其 有 理 系数 同调 群 Hn(K,9) 衬 Hn(K)BQ 宇 
外 四 … 四 驴 (共有 mm 个 鲜 ). 正 整 数 7, 叫做 天 的 n 维 Betti 
数 ， 开 ,Pp 织 叫做 KK 的 nn 维 挠 系数 , 它们 都 是 多 面体 |K | 
的 伦 型 不 变量 . 
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定义 6.2 多 面体 | 天 | 的 自 映射 /:| 天 | 下 | 导出 线 
性 变换 f7: 及 (KGQ) > 尽 ,(K,G)， 它 的 矩阵 是 mm 阶 有 理 数 
矩阵 


G11 d12 …” Qnr 
1 427 42rn 
Grn 1 rn2 "~** tr 


其 中 ma 为 K 的 1 维 Betti 数 .该 答 阵 对 角 线 上 各 有 理 数 的 
和 叫做 产 的 迹 , 记 为 订 ( 太 ) 二 十 2 十 … 十 qrarna- fr 的 
迹 的 交叉 和 叫 数 自 映射 f:| 长 | 一 | KK | 的 Lefschetz 数 ， 记 为 
L(f) = 0( 一 1)"tr(f?), 因为 天 维 数 有 限 ， 这 实际 上 是 一 
个 有 和 限 和 . . 

定义 6.3 由 以 上 定义 可 知 ， 恒 等 映射 lx:| K | 下 | 
的 Lefschetz 数 L(1|g|) 二 村 o( 一 1)"rn, 即 n 维 Betti 数 的 
变 及 和 ， 这 个 数 叫做 | 五 | 的 Euler-Poincaré 示 性 数 ， 记 为 
x KD. 

例 6.4 射影 平面 RP? 的 同调 群 为 Ho(RP?) = 2, F(R 
P2) = 2 Hn(RP?) = 0(n > 2), 因此 RP2 的 n 维 Betti 数 
Ty = 0(n > 2),71 = 0,r7o = 1, 从 而 Euler-Poincaré 示 性 数 
X(RP2DY) =r0 n+r2 =1 

现在 叙述 本 节 的 主要 定理 一 Lefschetz 不 动 点 定理 . 

”定理 6.5 车 自 映 射 f:| 玉 | 一 | 五 | 的 Lefschetz 数 L(f) 关 

0, 则 f 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 作 一 些 准备 . 

引 理 6.6 自 映 射 f:| 下 [| 下 | 导出 链 上 映射 (也 是 线性 变 
换 ) 反 :Cn(K)8BQ 一 Cn(K)BQ, 则 L(f) = TRo(—1)"tr(fs)- 

证 : 记 Ch = Cn(K) ® 8,2n = Zn(C(K) ® ©), Bn, = 
Bn(C(K) @Q@), 后 两 者 分 别 是 链 复 形 CI 天) 加 的 nn 维 闭 链 
群 和 边缘 群 . 另外 ， 记 和 链 映 射 郁 :Cn 一 Cn 在 Zr Bn 上 的 限 
制 为 【不 关 22 一 2 (总 六 :Bn 一 Bn 另外 ， 凡 :Cn 二 Cn 
导出 线性 变换 及 : Cnr/Zn 一 Ca/ 和 fr: Zn /Bn + Zn Brn. 
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后 者 就 是 了 导出 的 HH(K,Q@) 到 自身 的 线性 变换 fr. 因为 向 
量 空间 Cr 兰 和 @ Cn/2n, 因此 由 线性 代数 中 的 结果 得 出 ， 
氏 ( 内 ) = tr(( 弄 )) 十 tr( 报 ). 同样 由 2 兰 B @ Zn/Bn 可 得 
出 tr(( 玲 )) = (开门 十 谋 (天), 从 而 有 


2 (Dtr(fh) = D-DD) + D1 "tr(f?) 
+2(-1"tr( 闹 ) 


但 是 9@81 导 出 间 构 :Cn/2n -Bl 因此 tr( 玉 )=tr((f2)")， 
从 而 以 上 和 式 的 第 一 项 和 第 三 项 相互 抵消 得 出 汪 ( 一 1)"tr( 开 ) 
二 站 (1"tr( 扩 ) = L( 了 ). 证 毕 . 

如 果 将 以 上 引 理 应 用 到 恒 等 映射 1/gj:| K | 一 | KK |, 可 得 
出 Euler-Poincaré 示 性 数 ZK = 于 (一 ton 其 中 on 是 
“KK 的 n 维 单 形 的 个 数 . 这 就 是 说 ， 单 纯 复 形 K 的 n 维 单 形 
个 数 的 交叉 和 是 一 个 伦 型 不 变量 , 这 是 经 典 的 Euler 定理 的 推 
广 . 

定理 6.5 的 证 明 用 反 证 法 证 明 . 设 f|K|3|K| 没 有 
不 动 点 , 即 对 任 z El 下 | 有 f(z) 取 z, 从 而 距离 d(f(z),7z) > 0. 
因为 [下 | 紧 致 , 因此 下 确 界 inf{d(f(x),z)|z Ee| KE|}=5>0. 
由 第 二 章 命 题 3.15, 存在 正 整 数 n, 使 KK 的 n 次 重 分 的 网 径 
meshK(*) < 并 且 由 第 二 章 定理 3.16 和 命题 3.17, 存在 正 整 
数 上 和 天 | 天 加 ) | 一 | KK 中 | 的 单纯 洲 近 g:| Ktm+2 |-3| KG') |， 
但 等 映射 1:| 天后 | 一 | KI | 的 单纯 逼近 h:| 天 名 区 | 一 | 
K(™ | 使 中 之 f 全 fh. 因此 有 Jg* 二 fh HEE OY 一 
H(K™,Q). 

类 似 于 定义 3.8， 有 重 分 链 映射 Sd : C.K 中 , @) 二 Cr 
天 4D,Q) 使 有 (Sd)t = 1:H,(K®,0) oH (KX,Q@). 因此 
有 gx(Sqd)j = 所 : H-(Km,Q) 一 H.(K(,@). 下 面 我 们 只 要 
证 明了 的 Lefschetz 数 L(f) =0, 即 过 (~1)"tr(f7) = 0. 根据 引 
理 6.6, 只 要 证 明 对 所 有 的 + 有 t(g#(Sd)') = 0, 也 就 是 说 只 要 
证 明 ， 对 每 个 7 维 单 形 o€ 及 中 链 gy(Sd)i(o) = 于 mioi 这 
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个 表达 式 中 ， ci 都 不 等 于 o. 不 然 的 话 ， 如 果 有 一 个 o = oo 
由 于 链 (Sq)*(o) 的 表达 式 中 每 个 单 形 + C o, 因此 至 少 有 这 
样 一 个 7 使 g(7) C oa, 从 而 d(x,g(7)) < meshK( < 4. 另 
一 方面 ， d(f{z), g(x)) < meshK(m) < 多 因此 d(x, f(z)) < 
d(xz,g(z))+d(g(z), f(z2)) < 6, 与 以 上 的 下 确 界 相 矛 盾 . 证 毕 . 

以 下 的 Brouwer 不 动 点 定理 是 Lefschetz 不 动 点 定理 的 简 
单 推论 . 

定理 6.7 nn 维 圆 揽 EB* 的 任 一 自 映 射 :EB" 一 百 ” 有 不 
动 点 ， 

证 : 因为 B* 可 缩 , 因此 Hyg(8") = 0(g > 0) 而 Ho(B*) 
2. 因此 tr(7) = 0( 当 9 > 0) 而 tr(R) = 1, 从 而 碾 ( 有 
1,f: En 一 Er 有 不 动 点 . 证 毕 . . 

习 题 

1. 设 KK 为 单纯 复 形 使 | KK | 道路 连通 ， 且 豆 ,( 天 ) 对 每 个 
n>0 都 是 有 限 群 ， 则 任 一 自 映射 疡 | 五 | 一 | KK | 有 不 动 点 . 

2. 如 果 mn 维 复 形 的 Euler-Poincaré 示 性 数 不 等 于 0, 则 
它 的 任 一 同 伦 于 恒 等 映射 的 自 有 映射 有 不 动 点 . 

3. 设 了 是 维 球面 5" 的 自 映射 且 f(57") 关 5S"*, 则 了 有 
不 动 点 ， 

4， 当 n 为 偶数 时 ， nn 维 球面 57 的 自 映射 或 具有 不 动 
点 ， 或 有 一 点 a 使 f(a) 是 a 的 对 径 点 ， 

5， 设 n 为 偶数 ， 则 n 维 射影 空间 RP* 的 任 一 自 映 射 
f: RP" -> RP” 有 不 动 点 . 
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后 记 


本 书 是 在 为 我 校 数 学 专业 本 科 生 讲授 拓扑 学 课程 而 编写 
的 讲义 的 基础 上 形成 的 .一 般 的 ， 本 书 是 作为 一 学 期 课程 合 
用 的 .车 总 学 时 为 80 学 时 ， 则 基本 上 可 以 讲 完 本 书 内 容 ， 若 
总 学 时 为 60 学 时 ， 则 可 以 讲 完 本 书 的 前 三 章 . 由 于 拓扑 学 课 
程 一 般 是 安排 在 学 生 学 习 过 线性 代数 和 抽象 代数 知识 之 后 讲 
授 的 ， 因 此 有 关 抽象 代数 的 预备 知识 没有 列 入 本 书 的 内 容 . 

本 书 在 内 容 的 选取 上 力求 抓 住 主要 问题 而 舍弃 一 些 枝 
节 ， 以 较 短 篇 幅 讲述 点 集 拓扑 和 代数 拓扑 学 最 基本 而 又 是 最 
重要 的 知识 ， 有 些 延 伸 的 更 深入 的 知识 列 入 习题 在 习题 课 中 
加 以 解决 . 本 书 力求 遵循 由 具体 到 抽象 ， 再 由 抽象 到 具体 的 
认识 规律 原则 ， 在 逻辑 令 述 概念 和 结论 之 前 ， 尽 可 能 说 明 其 
直观 模型 或 个 例 背景 ， 而 后 又 尽 可 能 配备 一 些 例子 . 根据 拓 
扑 学 的 特点 ， 力 求 加 强直 观 性 .但 是 由 于 水 平 所 限 ， 书 中 的 
错误 或 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 请 读者 批评 指正 . 

本 书 在 编写 和 出 版 过 程 中 ， 得 到 我 们 数学 学 院 有 关 领 导 
和 一 些 老师 、 研 究 生 的 关心 和 支持 ， 在 此 表示 感谢 . 


编 者 
1998 年 3 月 
于 南开 大 学 
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作画 图 62 
非 退化 单 形 70 
空间 偶 48 顶点 55,56,61 
空间 偶 之 间 的 映射 48 规则 相处 56 
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承载 单 形 
抽象 单 形 
抽象 复 形 
抽象 顶点 
奇异 单 形 
奇异 链 
奇异 闭 链 
奇异 边缘 链 
奇异 链 群 
奇异 闭 链 群 
奇异 边缘 群 
奇异 同调 群 
奇异 链 复 形 
底 空 间 


九 画 


独 点 空间 
诱导 的 拓扑 
点 列 


映射 
相对 于 4 同 伦 
相同 伦 型 
相对 奇异 链 复 形 
相对 奇异 同调 群 
重心 

重心 坐标 
重心 重 分 

重 分 


” 重 分 链 映 射 


面 

面 映射 
顺 向 面 
树 

迹 数 
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113 


168 


离散 拓扑 
离散 度量 空间 
离散 拓扑 空间 
射影 平面 
射影 空间 
弯曲 多 面体 
透镜 空间 


球形 邻 域 
烙 合 空间 
粘 接 引 理 


等 价 关系 
等 价 类 
换 位 子 群 

嵌入 

道路 

道路 连通 性 
道路 连通 空间 
道路 连通 子 集 
道路 连通 (分 ) 支 


棱 道 群 


联接 同 态 
短 正 合 序列 
张 量 积 


桶 点 
十 作画 
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履 盖 映射 
覆盖 空间 
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22 


101 


覆盖 同 伦 定理 102 


Betti 数 167 
Brouwer 不 动 点 定理 98 
de Morgan 公式 8 
Euler-Poinearé 示 性 数 168 
Hausdorff 空间 24 
Klein 瓶 42 
Lebesgue 引 理 26 
Lebesgue 数 26 
Lefgchetz 数 168 
Lefschetz 不 动 点 定理 168 
M65bius 带 42 
Schwarz 不 等 式 3 
72 公理 24 
34 公理 - 24 
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